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JLiA prima edizione di quésti Elementi di MecU 
canica e d' Idràiilicà uscì alla luce ili due volumi 
Tanno 1806. Nella seconda edizione stampata del 1801^ 
si riprodusse la prima coli' aggiunta di un terzo vo-» 
lume di supplimenti. 

Nella prima edizione la Meccamca e F Idraulica 
razionale ii erano ristrette aUe sòie Teolìcke pih 
elementari ; si voUe dunque aggiungere ne' supplii 
menti tutto quel che mancava a fornire un compiuto 
Trattato di Meccanica teorica , e foitnare ed istruire 
così il giovane allievo, onde potesse poi da sé. stesso» 
e senz' altra introduzione , passare alla lettura deUe 
sublimi Meccaniche di Lagkangx e di La.i^lage > e 
così poggiare aUe.pfii alte cime della scienza. 

Vuoisi nella presente ristampa conservare questo 
vantaggio , ed aggiungervi quello di un^ disposir 
zione. assai più metodica. Rifondendo la inateriadc^ 
supplimenti nel corpo stesso dell' opera si scduva 
r inconveniente di tornar due volte sopra le stescto 
]Mt>postzioni f e derivarle ora da un principio , jota 
da un altro. Per servire quanto si può alla ehiajtieisa» 
giova raccogliere le verità matematiche sotto il piìi 
ristretto punto di vista.; giova ordinarle. in guisa ^ 
che tutte ,. con un {Hxigresso perpetuo ed uniforme^ 
si derivino da pochissimi principj; conciossiachè di- 
sposte in tal modo più facilmente si apprendono 9 e 
più fisse rimangono nella mente , e più prontamente 
à richiamano all' uopo. 



Biordinaiìclosi la parte teorica ; si è voluto del 
pari avvantaggiare la parte pratica coli' aggiunta di 
molti insegnamenti utili agi' Ingegneri particolar- 
mente nel Trattato delle macchine. Non si possono 
abbracciare con verun Trattato le infinite combina- 
zioni delle macelline immaginate o immaginabili ; 
ma ben si può insegnare per principj ; e dichiara. le 
con iscelti esempj quanto è necessario , perchè cia- 
scuno possa fare da sé il calcolo di qualsivoglia 
macchina piti complicata. E questo è ciò che s* è 
inteso particolarmente di fare in questa edizione. 

Le aggiunte all' Idraulica saranno anche più co- 
piose. Nella parte teorica si troverà promossa a mag- 
giore ampiezza la teoria del movimento de' fluidi 
riferito a due coordinate; teoria tutta nuova, e non 
toccata da veruno prima del Saggio che ne fu dato 
nella seconda edizione di quest' opera. 

Nella parte pratica, oltre alcune nuove idee circa 
l'uso dell' asta ritrometrica e del pendolo idrometri- 
co , s' inseriranno gli utili avvertimenti che intomo 
alla distriburione delle acque hanno- dato ultimamente 
il sig. cav. Bbunacci ed il sig. Antonio Tàdini. Nel 
Trattato delle macchine idrauliche si spiegherà colla 
dovuta accuratezza la teorica ddU' ariete idi^ulico e 
di altre curiose macchine per alzar acqua; e si mo- 
strerà per esteso la teorica ed il calcolo de' mulini 
ad acqua destinati a muover macine o seghe o 
pestato) ; de' mulini a vento; e finalmente delle uti<« 
Lssime e celebratissime macchina a vapoi*e. 
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PREFÀ ZIONE, 



-Lia Meccanica per ciò che riguarda il 
modo di trattarla pub comodamente divi- 
dersi cosi che altra sia Meccanica Specu- 
lativa o Razionale^ altra Meccanica Istru- 
mentale o Pratica. La qual divisione essendo 
piaciuta all'incomparabile Neuton, non te- 
merò che possa essere da altri disapprovata. 

Come la Geometria "* suppone il corpo 
esteso, cosi la Meccanica Razionale il sup- 
pone impenetrabile , inerte , animato da 
forze motrici. Le leggi di queste forze 
finge essa e varia a suo talento ^ niente 
sollecita d'indagare se siano o no tali forze 
nella natura. Nel che s'assomiglia alia Geo- 
metria, la quale fingendosi che un punto 
una linea s' aggiri secondo certa legge , 



e considerando le proprietà della figara 
che per questo moto è descrìtta , punto 
non cerca se tal movimento e tal figura 
abbia esistito o sia per esister giammai. 
Da che si vede che entrambe queste scienze 
non cercano altrove l'oggetto loro, ma sei 
creano e sei compongon da se per opera- 
zioni mentali. La Meccanica considerata 
sotto questo aspetto appartiene alla Mate- 
matica pura; e non ha men salde basi* 
né meno chiara evidenza di quella che 
abbiasi la Geometria stessa. 

Ma dalla contemplazione della quantità 
astratta i bisogni delibi società ci richia^ 
mano ad ogni tratto alla quantità concreta 
e sensibile , e dal mondo intellettuale ci 
ritraggono al mondo fisico. Egli è allora 
che dato bando ai concetti puramente ideali 
ed alle capricciose Ipotesi , ci conviene 
rintracciare nejla natura stessa i veri ^^ti 
della scienza. Pertanto ad assicurare il pas- 
saggio dalla Meccanica speculativa alla pra- 
tica, dovremo prìmieraiyiente accertarci se 
i corpi naturali sianQ di verità impenetra* 






bili ed inerti: poi rivolgendoci ai diversi 
agenti eccitatori del moto , cercar di co- 
noscere la misura e la legge delle loro 
azioni. Al che niun altra guida pub scor-^ 
gerci fuor dell' osserva/Jone e della spe- 
rienza , uniche sorgenti di tutte le nostre 
nozioni sulle primarie proprietà de' corpi. 
Fra gl'infiniti sistemi e leggi di forze che 
la Meccanica Razionale finge e compone 
ad arbitrio^ basterà allora trasceglier quelle 
che abbiam trovato aver luogo in natura» 
e per tal via gli astratti dogmi della Scienza 
con sicuro successo s' applicheranno alla 
pratica. 

Seguendo la traccia che le premesse 
riflessioni ci additano, ho compreso nei 
primi due Libri gli Elementi della Mecca- 
nica Razionale. La dottrina della composi- 
zione delle forze ^ e quella del centro di 
gravità esposti ne' primi dodici Capi ponno 
aversi come una Introduzione a tutto il 
Trattato. Segue V esposizione delle leggi, 
generali dell'equilibrio nel primo Libro, e 
di quelle del moto nel secondo. Entrambe 
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procedono colio stesso ordine , parlandosi 
prima d' un punto o elemento materiale 
isolato , appresso d' un sistema di punti 
supposto di forma invariabile^ in ultimo 
de' sistemi di forma variabile. 

I tre Libri seguenti si riferiscono alla 
Meccanica Istrumentale o Pratica* La qual 
trattazione per le cose dette ha due parti; 
dovendosi in prima riconoscere dall'osser- 
vazione e dall' esperienza le qualità meo* 
caniche de' corpi, e le leggi delle forre 
motrici; poscia applicare le leggi universali 
della Meccanica alle ricerche che più da 
vicino riguardano la pratica. 

Al primo oggetto ho inteso di soddisfare 
nel terzo Libro , nel quale dalle migliori 
sperienze ho procurato raccogliere le più 
accertate e le più estese nozioni sulla mi- 
sura e sul modo di agire delle forze na- 
turali. Queste forze sono di due maniere : 
poiché altre sono atte a produr moto, altre 
non vagliono che a spegnere :o diminuire 
il moto prodotto dalle prime. Per il che 
seguendo quest' ordine ho trattato prima 
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dellei forze attive , poi delie forze passive*, 
che con altro nome si dicono resistenze. 

Nel quarto Libro ho considerato l' e- 
quilibrio delle fabbriche , sciogliendo i 
principali problemi che a cib si riferiscono. 
Nel Quinto ho esperta la Teoria delle 
Macchine nell'equilibrio, nello stato pros^ 
simo al moto , e nel moto attuale ; sem- 
brandomi manchevole e difettosa ogni trat- 
tazione dagli Strumenti Meccanici , nella 
quale non si considerino partitamente questi 
tre stati. 

Per ultimo in una breve Appendice ho 
trattato del principiò delle Velocità virtuali ^ 
e seguendo la scorta del eh. Lagrange ne 
ho mostrato 1' uso nella soluzione de'pro^ 
blemi di meccanica , ed il modo con cui 
da esso discendono i principali teoremi di 
questa scienira. 

Sin qui della materia del libro. Per ciò 
che riguarda il modo d'esporla ho cono- 
sciuto per prova quanto sia malagevole 
tener giusto mezzo tra la soverchia prolis- 
sità^ e la soverchia strettezza. Non so se 



in questa parte possa sperarsi di soddisfare 
al genio dì tutti. Poiché son di quelli che 
vorrebboD esser condotti per via pianissima 
e si sdegnano del piii lieve intoppo, altri 
per r opposto prendono a noja le dichia- 
razioni troppo minute, e voglion pure che 
qualche cosa si lasci all'ingegno ed alla 

diligenza de' giovani. Io ho voluto essere 
anzi conciso che no, ma non vorrei es- 
serlo slato soverchiamente. Ad ogni modo 
potendo questi Elementi servir di Testo a 
pubbliche o private Lezioni^ ad ogni di- 
fetto di questo genere supplirà facilmente 
la viva voce; ondMo mi terrò assai pago 
se la scelta e la distribuzione delle materie 
incontri favorevole accoglimento. 
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Nozioni preliminari^ 

u JxLsccANicA è la scienza dell' equilibrio e del 
moto. Quella parte che riguarda V equilibrio dicesi 
particolarmente Statica; quella che riguarda il moto 
sud dir&i , quantunque meno propriamente , Dina^ 
mica, 

2. Moto^ è passaggio da luogo a luogo ; quiete 
permanenza nello stesso luogo. 

3. Non v' ha moto senza determinata velocità e 
(iirezione. Velocità è il rapporto dello spazio per- 
corso dal mobile al tctnpo in cui è percorso: nel 
che vuoisi avvertire che non si paragonano già fra 
loro le quantità concrete, ma i numeri che le rap^ 
presentano 7 cioè i rapporti di ciascheduna alla sua 
unità. Direzione è la retta percorsa dal mobile a 
ciascun istante. 

4* Se la velocità è costante, dicesi il moto uni-^ 
forme, ovvero equabile; se cangia, dicesi vario, E 
se la direzione è costante , il moto è rettilineo ; se 
cangia continuamente, curvilineo. 

Tom, I, I 



2 dell'equilibrio. 

5. Così il moto come 1* equilibrio sono affezioni 
della materia. Intendiamo poi per materia mia so- 
stanza dotata d' impenetrabilità e d* ineraia. 

6. Impenetrabilità è quella proprietà per cui di- 
verse particelle elementari di materia non possono 
simultaneamente occupare lo stesso luogo. 

^. Inerzia è quella proprietà per cui ogni parti- 
cella elementare di materia abbandonata a sé stessa 
conserva lo stato impresso sia di quiete, sia di molo 
uniforme e rettilineo. 

8. Corpo è l'aggregato di più elementi materiali, 
non divisi cbe da picciolissìmi intervalli. La somma 
degli elementi materiali cbe costituiscono il corpo, 
è la sua mxissa; gl'intervalli cbe li dividono^ si 
cbiaman pori^ lo spazio occupato dalla massa e da' 
pori, è il volume; il rapporto tra la massa e il 
volume, è la densità del corpo. 

9. Forza o potenza è la cagione cbe imprime 
tende ad imprimer moto. Ogni forza produce moto 
attuale y se non venga elisa da forze contrarie. Se 
poi resta eb'sa , il moto cui essa tende a prodarre , 
dicesi virtuale. 

10. Le forze non ponno conoscersi ne misurarsi 
altramente die da' loix) effetti. Or V eflfetto d' una 
forza applicata ad un elemento materiale è d' im- 
primergli una certa velocità secondo una certa di- 
rezione. Questa velocità , sia poi attuale o viiixiale , 
valutata secondo questa direzione assumesi a misura 
della forza. 

11. Equilibrio è lo stato d'un mobile sollecitato 
da più forze clic scambievolmente s'elidono. 
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GAP. IL 



t)ella composizione delle forze. 



I a. ±ROPOSizioNE I. Concorrendo nello stesso pun- 
to o elemento materiale più forze con direzioni co- 
munque diverse, si comporrà di queste forze una 
forza unica ad esse equivalente. 

Infatti il moto che il punto prenderà o tenderà 
a prendere per Y azion simultanea di tutte le forze 
dovrà pure avere una velocità ed una direzione de- 
terminata , come se procedesse da una forza unica. 

i5. Le forze agenti simultaneamente sul mobile si 
dicono componenti rispetto di quelF unica che ad 
esse equivale, la qual dicesi risultante. 

14. Proposizione II, Se due forze concorrono in 
un punto ad angolo qualunque , compiuto il paral- 
lelogrammo co' lati che le rappresentano , la diago- 
nale rappresenterà la risultante. 

Sia il punto A ( Fig« i ) animato dalle due 
forze A B y AC; per la prima delle quali in un 
certo tempo t esso verrebbe in B descrivendo il. lata 
AB , e per la seconda verrebbe in C descrivendo 
il lato A C Dico che per V azion simultanea delle 
due forze, esso nel tempo t verrà in D descrivendo 
la diagonale A D, 

Infatti (*) la forza AB essendo parallela al lato 
CZ> non può né accostare il mobile A al lata CDy 

n NewloD, Princip, Axiom* CorolU i. 



\ 



^ PILL' SQUILIBRIO. 

né scortamelo. Dunque il punto A per le due fbne 

AB, AC giungerò al lato CD nello stesso tempo 
nel quale vi giungei*eb}3e per la sola forza A C ; 
vale a dire nel tempo t. Similmente si prova clie il 
punto A giungerà al Iato BD nel tempo t. Adun- 
que dopo il tempo t dovrà quel punto ti*ovarsi tanto 
sul lato CD quanto sul lato BD. Si troverò dunque 
in Z>^ estremo della diagonale. 

i5. Corollario L La rìsultante di due foi^ze ro* 
spiranti è uguale alla loro somma; quella di due 
forze opposte è uguale alla loro differenza. 

i6. CorolL IL Nel tiiangolo ABD i lati AB , 
BD , AD rappresentano le tre foi-ze AB , AC, AD-, 
ed i seni degli angoli BAD , BDA , ABD son 
gli stessi cLe i seni degli angoli BAD, CAD, BAC, 
che son gli angoli che fanno tra loro le direzioni 
delle forze. Onde si vede che il triangolo A B U 
rappresenta ne' suoi elementi le tre forze suddette , 
e i loro angoli. 

i^. CorolL IH. Ciascheduna delle tre forze AJB, 

AC, AD è proporzionale al seno dell'angolo forw 
mato dalle alti^ due. 

i8. CorolL IP^. E due qualunque di esse stanno 
fra loro in ragione inversa delle perpendicolaiù con- 
dotte sulle loro direzioni da un punto preso ad ai*- 
bitrio sulla direzione della terza. 

ig. Proposizione IH Se tre forze concorrono in 
un punto con direzioni qualunque, compiuto il pcb- 
rallelepipedo coi lati che le rappi'esentano , la dia- 
gonale rappresenterà la risultante. 

Siano le tre forze (Fig. 2) A M , AN , AO. 
Compiuto il parallelepipedo si segni la diagonale 
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A X, e d conducono le rette A Y y O X, Essendo 
i lati AOy VX eguali e paralleli, lo saranno pure ^ 
le rette A 11 , OX; e sarà AOXY un parallelo- 
grammo che avrà per diagonale A X, Oi*a la. A Y 
sarà la risultante delle due forze A M, A N ( i4) e 
\bl AX sarà la risultante delle due AY, A O, che 
vale a dire delle tre A M, A N ^ A O, 

20. Coroll. Generalmente se più forze concorrono 
in un punto , è facile V assegnare il valore e la po- 
sizione della risultante^ 

Si formi un parallelogrammo coi Iati che espri- 
mono le prime due forze, e la diagonale esprimerà 
la risultante delle due prime. Si formi un nuovo 
parallelogrammo con questa diagonale e colla retta 
che esprime la terza fbi^za , e la nuova diagonale 
sarà la risultante delle tre prime. Proseguendo così, 
l'ultima diagonale sarà la risultante di tutte. 

Oppure si formi un poligono i lati del quale 
cominciando dal punto cui sono applicate le forze 
siano successivamente eguali e paralleli a ciasche- 
duna delle forze , e diretti nello stesso senso. Si 
chiuda il polijgono congiungendo i termini del pri- 
mo e dell' ultimo lato. La retta che chiude il poli- 
gono, è la risultante. 

Che se le forze e le loro direzioni sono date in 
numeri , e si voglia per simil modo determinata la 
risultante, il problema si scioglie per la trigonome- 
tria come può dedursi da quanto si è detto all'art. 16 
risolvendo tanti triangoli meno uno quante sono le 
forze. 

21. Proposizione IV. Una forza può risolversi in 
due ad essa equivalenti. 



G dell' SQUILIBRIO. 

Rappresentando infatti quella fona con una li- 
nea retta , e' formando attorno di esia come diago- 
nale un pai*allelogrammo, i lati del parallelogrammo 
esprimeranno due forze ad essa equivalenti. Onde si 
vede (i6) che il problema è indeterminato , salvo se 
fosser dati di più i valori delle due forze compo- 
nenti y o le direzicni loro , o finalmente il valore 
dell' una e la direzione sia di quella stessa , sia del- 
r alti a forza. 

22. Coroll. Generalmente se formasi un poligono 
qualunque , prendendo per un de' lati la retta che 
i^ppresenta la forza data, gli altri lati esprimeran- 
no (20) le foi*ze nelle quali essa può rìsolversi. 

GAP. III. 

Formale che esprimono la risultante ^ 
date le componenti, e viceversa. 

25. JLiA composizione e la risoluzione delle forze 
sono d' uso continuo nella Meccanica. Però fia bene 
rendersi famigliari le formole che esprìmono la re- 
lazione fra la risultante e le componenti ne' casi di 
più frequente occorrenza. Queste formole si deducon 
tutte dalla trigonometria anaUtica, giacché la com- 
posizione delle forze, e la risoluzione delle medesime 
sotto date condizioni si riducono (16) alla soluzione 
d'un triangolo. 

24- Proposizione I. Goncorrano in un punto due 
forze P, Q ad angolo é. Si cerca la risultante S , e 
gli angoli a, fi che essa fa colle componenti P, Q. 
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Sarà S=:\/ (P'^Q^PQ C08. é-hQ^) 

Q sin. è , p sin. é 
sm. a = , sin. a =: — . 

25. Caroli, L Se le due forze P^ Q sono eguali, 
avremo 

a = i8 = -é;iS'=2P COS. «. 

2 

26. Caroli. IL Se le due forze P , Q conconxino 
ad angolo retto , sarà 

^= J/ (P-+ (?«); 

Q . P 

sin. a = COS. jS = -^ ; sin. ^3 =: cos. «fc z= ~. 

27. Caroli, HI. E se tre forze P , Q , R concor- 
rono in un punto ad angoli retti, la risultante S , 
e gli angoli a , /3 , y che essa fa colle tre forze sa- 
ranno determinati come segue 

cos. «=--.; COS. fi = -^ ; cos. y =— rr- 

ò ò ò 

28. Caroli. IV. Di qui segue palesemente 

cos. a' + COS. i8* -h COS. y* = i. 
£ già dalla Geometria è noto che se una retta for* 
ma gli angoli ol^ fi ^ y con tre assi ortogonali , la 
somma de' quadrati de' loro coseni è sempre uguale 
all' unità. 

29. Proposizione II, Data una /orza S che faccia 
gli angoli OL , fi con due assi tra loro perpendico- 
lari, risolverla in due P, Q parallele rispettivamente 
a questi assi. 

Sarà P =2 jS" cos. ol ; Q ^^ S cos. fi ; os- 
sia , polche cos. fi =^ sin. a ; sarà P z=: S cos. » ; 
Q ^z S sin. a. 
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58. Coroll. SimiLmente se la fona S £urà gli an- 
goli a y fi , y con tre assi ortogonali , e à voglia 
risolverla in tre P, Q, R parallele ai tre assi, rìu* 
scirà 
P := S COS. ti ; Q :=z S cos. fi ; R z:^ S eoe. y 
5i. Proposizione III. Concorrano in un ponto le 
forze S' , S", S"' .... le quali riferite e tre assi or- 
togonali che diiamerò gli assi delle x, dalle y e 
delle z, faccian con essi rìspettivaniente ^ angoli 
al, B', q/; cr/', ^', •'; or"', fif" , ^^j .... Si cerca 
la risultante «9 ^ e gli angoli a , /3 , y che essa fa 
coi tre assi. 

Risolva ciascuna delle forze date in tre paral- 
lele ai tre assi (5o) e chiamando P la somma di 
cpielle parallele alle x^ ^ la somma dalle parallele 
alle y, R\b. somma delle parallele alle z, avrò (i5) 
rP^S'cos.af^S" cos. al' + S"' COS. a"'... 
(K)\Q = S'cos,§f'^S" COS. fif'+S"' COS. fif".,. 
(rz=lS' COS. yf'^-S'' COS. >/' 4- S*" cos. /"... 
Componendo poscia le tre forze P , Q , R (2^) 
ottengo 

COS. a = -j7 ; cos. fi r= ->- ; cos. y = -^. 
^ ò ò ò 

3i. Coroll. I Qui pure fra ciascuna tema degli 

angoli «'5^8',^'; oL"yfif',y^' ec deggiono aver luogo 

le equazioni (28) 

COS. af* -h COS. jS'* -h COS. y'* = I 

cos. o/'* -4- COS. /8"* 4- COS. y"' = i 

COS. «' 4- cos. fi' -h COS. y' = I 
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'32. Coro II. IL Se le forze concorrenti in un punto 
saranno due sole S' , S'^ e l'angolo die esse fanno 
tra loro sia tf , ed jS" la loro risultante , avremo (24) 

S^ = ^S*'* + 25^ S" COS. ù + S"^ 
Altronde avremo (5i) 

S'zzzP^^ Q'^R^^(Sf COS. 0/ + S" COS. «'')* 
+ (*S^ COS. iS' 4- S" COS. /8")* + (vS" COS. • 4-*S^' cos. •')'; 
ove svolgendo i termini , e riducendo , per essere 
COS. 0/' -h COS. i8'* -4- cos. >^* = I ec. riuscirà 

S^ = iS*'* 4- iS*'" 
4- 0:8' S'' ( COS. a' cos. a" + cos. ^3' cos. /3" 4- cos. >' cos. >^' ). 
Paragonando questo valore di S* col precedente , 
risulta 

cos. é'^ cos. 0/ COS. a" -4- COS. ^3' cos. /S" + cos. y' cos. 3/'. 
Per mezzo di questo Teorema, conoscendo l' in- 
clinazione di due rette a tre assi ortogonali, conosce- 
remo anche T inclinazione di esse due rette tra loro. 
Se le due rette sono tra se perpendicolari, sarà 
cos. a' cos. 0/' -h COS. i3' cos. iS" + Cos y^ cos. y" = o. 

55. Coroll, III. Viceversa sia data la forza S che 
Ciccia gli angoli a, /8, y colle coordinate x ^ y ^ z 
e si voglia risolverla in più forze. 

La risolvo prima in tre P , Q , R parallele ai 
tre assi, e queste riuscii*anno (29) 
P =: aS" cos. a ; Q zz: S cos. /3 ; R ::^ S cos. y. 
Ciascheduna di queste tre potrà poscia risolversi ad 
arì)ìtrio in più forze S^ , S'' , S^'' .... mediante le 
equazioni (A). 

54. Proposiz. IV. Sulla curva AMB (Fig. 5) 
riferita a due assi ortogonali sia il punto M solle- 
citato dalla forza P nel senso delle x , e dalla for- 
xa ^ nel senso delle y, A queste due foi'ze si 
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vogliono sostituire aitile due , 1' una T che agisca 
secondo la tangente MT, Y altra N che agisca se- 
condo la normale MN. 

Considerando il triangolo differenziale della cur- 
va , del quale è l'ipotenusa Mni'z^.ds , ed i cateti 
Mr'zzL dx y mr^ dy scorgesi che risolvendo la 
forza P in due, Funa secondo MT, l'altra secondo 

P dx 
MN, saia (29) la prima P cos. P MT:=.—z — , 

Pdy 
la seconda P sin. PMTzz: — =-^ . E similmente 

as 

risolvendo la forza Q in due , Tuna secondo 31 T, 

r alti^ secondo M N prolungata , sarà la prima 

^cos.^M7b=^-, la seconda ^ sin. ^MTbz;-!^^. 

Ora le due componenti tangenziali sono cospi- 
ranti , le due componenti normali sono opposte fra 
loro. Dunque (i5) 

y_ PdX'+-Qdy ^ _ Pdy—Qdx 
ds ^ ds ' 

Se alcuna delle forze P , Q agisse in senso op- 
posto alle rispettive coordinate x, y dopo assu- 
mersi negativa. 

35. CorolL Viceversa date due forze T^ N Y una 
diretta secondo la tangente M T , Y altra secondo la 
normale MN , si potranno sostituir loro altre due 
forze P, Q agenti nel senso delle x, e delle y. E sarà 
„ _ Tdx^Ndy ^ _ Tdy — Ndx 
^ — di ' ^ — dì • 

La formola suppone che le dii'ezioni delle forze 
T, N facciano angolo acuto colle x positive. Se al- 
cuna di queste forze avesse direzione contraria, do- 
vrebbe assumersi negativa. 
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Composizione delle forze parallele. 

36. S^BOPOSizioNE. Se due forze parallele ed agenti 
per lo stesso verso sono applicate a due punti A,B 
connessi invariabilmente fra loro, la risultante è 
parallela alle fonte componenti , eguale alla loro 
somma, e divide la retta A B in parti reciproca- 
mente proporzionali alle forze stesse. 

Sieno le due fon&e parallele AP , BQ (Fig. 4)- 
Ài punti A, B s'intendano appUcate due forze eguali 
ed opposte A M, BN di qualunque grandezza, di- 
rette secondo la. A B prolungata^ e compiuti i pa- 
rallelogrammi si segnino le diagonali A X , B Y. 
Siccome le due forze aggiunte A M , B N si elidono 
scanìbievolmente , così la risultante delle due forze 
AP , B Q h\3L stessa che quella delle quattro forze 
AP y AM; BQ, BN: ossia delle due AX, B Y, 
Si prolungliino AX , B Y sicché s' inconti'ino nel 
punto Sy e s' intendano enti-ambe le forze AX, B Y 
trasportate in iS , e risoluta ciascuna d' esse in due , 
r una secondo K L parallela ad AB, Y altra se- 
condo S G parallela alle forae A P , B Q, Risulterà 
da questa decomposizione (i5) secondo KL una forza 
'^=. A M — B N zzz o : e secondo S G una forza 
:=z A P -^ B Q, Adunque la risultante delle due 
forze A P , B Q è parallela alle medesime ^ ed 
eguale alla loro somma. 

Vi pine AP: PX:: SG: AG e BQ : QY 
:: SG : GB ; onde essendo P X z=z Q Y risulta 
AP.AGzziBQ . BG ossia AP : BQ :: BG : AG, 
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37. Corali. I. Se le due forze AP,BQ (Fig. 5) 
agiscano in senso opposto V una all' altra , sarà la 
risultante eguale alla loro differenza, agin\ nd senso 
della forza prevalente^ ed il punto G non cadrà più 
neir intervallo A B delle due forze , ma fuori , e 
dalla parte della forza che prevale. E sarà tuttavia 

AP : BQ :: BG: AG. 

38. Caroli. IL Sia un sistema di punti A , B , 
C y D , { Fig. 6 ) tra loro invariabilmente connessi » 
e sollecitati dalle forze perallde P, Q, R, S. Debba 
trovarsi la loro risultante. 

Congiunta A B , sì divida in E in ragion re- 
ciproca delle forze P , Q. Passerà per E la risul- 
tante delle due forze P^ ^ ad esse parallela , ed 
eguale a P + Q. Similmente congiunta E C A 
tagli in F in ragion reciproca delle forze P -f- ^ 
ed R. Passerà per F la risultante delle tre forze 
P , Q , R 2Là esse parallela ed = P H- ^ -4- /J . 
Infine congiunta F D , si divida in G in ragion 
reciproca delle forze P -h ^ 4- 7{ ed iS*. Passerà 
per G la risultante delle quattro forze P , ^ , R, S 
eguale alla loro somma ^ e coUa direzione 6r ^ ad 
esse parallela. Similmente si procede per qualunque 
numero di forze. 

Se alcuna delle forze agisse in senso opposto 
alle altre , si opera come s' è indicato all' articola 
precedente. 
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Risoluzione d^ una forza in altre 
ad essa parallele. 

5^. v>fOME dì più forze pai^Uele si compone una, 
così una forza data può risolva:si per una operazione 
inversa in più altre ad essa parallele ed equivalenti. 
Quando non è dato che il numero delle forze nelle 
quali vuoisi decomporre la proposta , la risoluzione 
può farsi in infinite guise , ed è il problema inde- 
terminato. Kendesi però determinato aggiungendo 
altre condizioni: di che daranno esempio i seguenti 
problemi. 

4o. Proposizione I, Risolvere la forza S applicata 
al punto ( Fig. 4 ) i^ ^^^ fo^ze P , Q applicate 
ai punti dati A , B della retta A GB^ 
Sarà per V art. 36. 

S : P : Q:: AB : BG: AG, 

4i. Caroli, Qui se i due punti A ^ B prendono 
in mezzo il punto G, le due forze P , Q agiranno 
per lo stesso verso della data S , che sarà eguale 
alla loro somma: ma se giacciono entrambi dalla 
stessa parte del punto G (Fig. 5) la foraa P appli- 
cata al punto più vicino A cospirerà colla forza S, 
voglio dire agirà nello stesso senso , V altra forza Q 
agirà in senso contrai^io ; e sarà la forza S eguale 
alla differenza delle due P, Q, 

42. Proposizione IL Risolvere la forza ^9 applicata 
al punto G (Fig. 7) in tre forze P, Q, R applicate 
a tre punti dati A , B , C, 
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47. CorolL IL In più modi si può procedere alla^ 
ricerca del centro delle forze parallele. Il primo con- 
siste nella costruzione insegnata all' art. 58. Gli altii 
consistono nel determinare la posizione analitica- 
mente 5 o rispetto a tre piani ortogonali , o rispetto 
a tre punti dati, come nelle due seguenti Proposi- 
zioni mostreremo. 

48. Proposizione II. Date le forze parallele e le 
coordinate de' ].oro punti d'applicazione, determinare 
le coordinate del centro delle forze. 

Siano i punti A , B , C , . . animati dalle foi*ze 
parallele P , Q , R — Riferito il sistema a tre assi 
ortogonali, siano le coordinate di quei punti x,y,z', 
x' , y , z' ) 3(^' , y , z"; . . . . Le coordinate del cen- 
tix) delle forze parallele saranno 
y_ Px-h-Qx''\-Roc!'.„ y_5>M-^;M-^5r^. 
P-^(^-^R.,. ' P-^Q-^R... ' 

Dim. Consideriamo da prima i due punti A,B 
( Fig. 8 ) animati dalle forze P ^ Q e determinati 
dalle ascisse O A^ -=:, x , OB' z=.xf. Sia E il centro 
delle due forza P , ^ e gli corrisponda Y ascissa 
0£''=|. Sarà (56) 

P:Q::BE:AE::B'E':A'E'::x'~Ì:l—x, 
Quindi (P + Q) I = Px -4- Qx*, 

Ora s' intenda congiunto il pimto E col terzo C 
del sistema, cui corrisponde la forza jR, e l'ascissa jc". 
Sia F il centro delle due forze P+^ed/J^egli 
corrisponda 1' ascissa |' . Avremo allo stesso modo 

(P -f- <?-»-/?) r= (P 4-9) H-/?J^' . 
ossia, sostituendo il valor precedente , 

(P^^Q^ R) 4'=:Px+ Qx'-h Rx". 
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E COSÌ procendendo sino ad incontrare il centro di 
tutte le forze, cui corrisponde l'ascissa Xy otterreoiio 

^p^Q^Il..) X^Px-hQx'-hRjc^',.. 
Riferendo adesso la posizione de punti succes- 
àvcunente agli assi delle y e delle z avrenu); simil* 
mente 

(P+^ + /t..) F= Pr-f-<?/ + /?/'... 

(P^Q^rJ) Zz=:Pz+Q7f + R:/r.. 
dalle quali equazioni si traggono gli annunciati va** 
lori di Xy Yy Z. 

49. Scolio. Questi valori ponno scriversi più con- 
cisamente così 

^ — TTF' ^ — "ìTF"'^— s.p 

disegnando X,Px la somma de' prodotti di ciasclie- 
duna forza nella rispettiva ascissa ^ e 2 . P la som- 
ma delle forze ce. 

50. CorolL Se i punti del sistema giacciono tutti 
in un piano, prendendo su questo piano le coordi- 
nate X 3 y svaniscono le z , e rimangono le sole 

. . S.Px Y,. Py 

equazioni X = — — ^ ; Y == — — —. E se i punti 

dd sistema «!adon tutti in una stessa retta, pren- 
dendo questa per asse delle x^ svaniscono ancke le y, 

e resta Tequazion sola X = - ' -. 

5i. Proposizione III, Date le distanze de' punti 
A,B, C. da un punto O, e le loro distanze scam- 
bievoli, determinare la distanza del centi*o delle forze 
dal punto O. 

Siano dal punto O le distanze OA = d^ OB = df^ 
0C=^'. . . . e le distanze scambievoli AB=:f, 
Tom* L 2 
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A C ^J*, B C:^,/" — e sia D la distanza cer- 
cata del centro delle forze dal punto O. Sarà 
^_ Pd'+q(lf'^Rdf'\.. (PQf+PRf+QRf'\..ì 

Dim. (•) Sarà infatti (48) i>*= Jf-4- r*-«-Z*= 

(P4- (>+«•••)• 
Ma 

(Px-^-^ac'4-ilx"..)»=(P^-^-^/?..)(Px•-4-^a!'•-|-Ar"^.) 

— j p^(y — Jc)•^-p K(x;' —x)" -\' q «(x" — jc')»... | . 

Così pure 

Ed infine 

Ora si sommino questi tre quadrati, e si sostituisca 
questa somma nel valore del 27*; ed avvertendo essere 
^'-f-J*+2'=^ec. {af—xy+(y—y Y+(z'—z)'=zf' ec. 
si vede a colpo d* occhio risultarne il Calore del 2>* 
nella Proposizione espresso. 

52. Scolio, Questo valore può esporsi più conci- 
samente così 

^,_ S.P^' S.P(?/* 

2 . p (5; . P)' 

disegnando ^,Pd* la somma di tutti i prodotti clic 
nascono moltiplicando ciascuna forza pel quadrato 

(*) Lagrange, Mém, de V Acad, de Berlin 1789. 
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della sua distanza dal punto O , e X , P Qf* la 
somma dì tutti i prodotti che nascono moltiplicando 
le forze a due a due , ed il loro prodotto pel qua-' 
drato della distanza de' loro punti d'applicazione. 

53. Corollario I. Riferendo la posizione de' punti 
A, By C . . . successivamente a tre punti o termini 
fissi^ e conosciute per mezzo del Teorema prccedente 
le distanze Z>, U , TV' del centro delle forze da 
questi tre punti, è chiaro die la posizione dì esso 
centro sarà pienamente determinata.' ' : ' 

Che se i punti del sistema sono tutti in un 
piano, basterà riferirli a due ternàini fissi. E sé sono 
tutti in una linea retta ^ basterà riferirli ad' un solo. 
Sì ponno prendere i termini fissi ne' pùnti me-» 
desimi del sistema, ed allora la posizione dd centro 
resta determinata mediante la sola cognizione delle 
distanze scambievoli de' punti del sistema. 

54« Momento d' una forza rispetto d' un piano 
dioesi il prodotto di- essa forza per la distanza del 
suo ponto d^ applicazione da esso piano. = 

Quél piano al quale si ripoiiano ì momenti di 
tutte le forze applicate al sistema, à^ck^ piano de* 
momenti. 

Talora però questa stessa voce momento ^'ado- 
pera a diverso significato, del che -avvertiremo , 
quando occorra. . V • 

^i,' CoróU, IL In ogni sistema di forze piardUele 
il momento della rìsultante riq)etto • d' nn, piano 
({ualonque è uguale alla somma de- momenti delle 
ooraponentì. 

In fatti rispettò del 'piano y ^ z die può essere 
un piano qualunque , il momento della risultante è 
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:zz X ^. P-, e la somma de' momenti delle compo* 
nenti è = S . P x. Ora queste due quantità sono 
uguali. 

56. CorolL JIL Se il piano de' momenti |>c($$a pd 
centro delle forze pai^ele , la somma de' momenti 
delle forze è nulla. 

67. CorolL IV, Dalle cose sin qui dette si traggono 
le formole.JclDs determinano la risultante di più forze 
parallele y; date le componenti o viceversa. Siano le 
forze parallele P, Q.^.R.... e condotto un piaDO 
qualunque^ attraverso le loro direzioni, sieno.jr,^; 
J^> y^- ^'9 y •••• le coordinate de' punti pe' quali 
passano le forze P, Q^ iJ.... Dicasi S la risultante^ 
ed JC, y le coordinate di quel punto del piano 
per dove passa. Avremo le tre equazioni 

iS* = P -4- ^ + /?.... ■ 
SX'=LPx-\-qx! rh^JX à/'.,.. 

Qui se date le componenti si cerca la rishilfante, 
si vede subito tante essere • le incògnite quante* k 
equa2donÌ9 onde il problema è determinato: ma se 
data la risultante si vogliono le componenti , il 
problema è di sua natura indeterminato. 

Volendosi che le componenti passino per dati 
punti del piano ^saranno- date : le coordinate x , j\ 
0^ ^ y .,., e rimarranno solo a determinai'si le com- 
ponenti stessei P) ^, R.,„ Ove scorgési fàcilmente 
che il problema riuscirà determinato allorché i punti 
dati siano due; ovvero 'tre ^ :ma 'che non giaociano 
nella stessa retta: il che prova ciò che abbiamo as- 
serito sul fine del Capo pr^ìcedente. 
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Del Centro di Gravità, 



58. Jlpotmsi, Ogni particella elementare di mate- 
ria è continuamente animata da una forza per cui 
viene spinta a cadere per una retta perpendicolare 
al piano tangente la superficie dell'acque stagnanti. 
Questa forza è sensibilmente eguale in tutte le par- 
ticelle materiali, e costante in ciascuna. Per essa 
cadendo liberamente descrivono nel primo i" della 
discesa lo spazio di metri 4;>9o44* 

Vedremo a suo luogo le prove di questa pro- 
posizione, e l'eccezioni cui va soggetta; per ora 
saremo contenti d'assumerla siccome ipotesi. 

Sg. Dicesi questa forza gradita; il piano tangente 
la si^ierficie dell'acque stagnanti dicesi piano oriz-' 
zontale'y la retta perpendicolare a questo piano di- 
oesi sperticale. 

Le verticali non troppo distanti fra loro sono 
sensibilmente parallele ;, e perciò le direzioni della 
gravità comprese fra non lunghi intei*valli ponno 
aversi come paralldie. 

60. Peso o peso assoluto d'un corpo è la risul- 
tante di tutte le forze di gravità che animano cia- 
scuno de' suoi elementi. Questa risultante è eguale 
alla loro somma, e perciò il peso è proporzionale 
aUa massa. 

61. Peso specifico o gravità specifica d'un corpo 
è il rapporto del suo peso assoluto al suo volume, 
Quindi il peso specifico è proporzionale alla densità. 
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62. Sia la massa d'un corpo M , il volume P^, 
la densità Z>, il peso assoluto P, il peso specifico G; 
e sia g la gravità. Avremo 

(8) D=^; (60) P=IHg; (61) G = ^ 

onde fra cinque elementi indetei^minati M, V, D, P, G 
conoscendone due, si conosceranno pure gli altri tre. 

p 

Si notino sopra tutto le equazioni ilf = — ; 

P:^GP^, delle quali frequentissimo occorre l'uso 
nella soluzione de' quesiti meccanici. 

63. Centro di gravità d' un corpo è il centro 
delle forze parallele di gravità che animano ciascu- 
no de' suoi elementi. Il peso del corpo può inten- 
dersi (46) riunito e raccolto nel centro di gravità. 
In simil guisa centro di gravità d' un sistema di più 
corpi , è il centro de' pesi de' corpi componenti il 
sistema. Ognuno di questi pesi deve intendersi riu- 
nito nel centro di gravità del rispettivo corpo. 

64. Coro IL II centro di gravità può trovarsi mec- 
canicamente y sospendendo il grave , o qualche suo 
modello per due punti diversi. L'intersezione dielle 
verticali che passano pei punti di sospensione sarà 
il centro di gravità. 

Geometricamente poi si ti^ova coi metodi inse- 
gnati per trovare il centro delle forze parallele, agli 
art. 58. 48. 5i. 

Si suole ancora cercare il centro di gravità 
delle linee e figure geometriche , supponendo gli 
elementi loro gravi ed omogenei. Questa ricerca sarà 
l'oggetto de' tre Capi seguenti. 
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Ricerca del centro di gravità delle linee 
e figure più semplici, 

65. PROPOSIZIONE I, Le linee o figure simmetri- 
cbe attorno un punto, un asse, un piano hanno il 
loro centro di gravità in quel punto, in quell'asse, 
in quel piano. 

66. Proposizione IL II centro di gravità d*un 
triangolo trovasi ai due terzi della retta che da un 
angolo si conduca al punto di. mezzo del lato op- 
posto. 

Sia ( Fig. 9 ) il triangolo ABC, Divisi per 
metà due lati qualunque in D eA E hi conducano 
dagh. angoli opposti le rette A D, B E, Risolvendo 
il triangolo in trapezj elementari per via di rette 
parallele al lato B C , egli è chiaro che la retta 
A D che t£iglia per metà tutte queste rette , passa 
pei centri di gravità di tutti gli elementi del ti*ian- 
golo , e perciò ancora pel centro di gravità del 
triangolo stesso. Ma per egiial ragione anche la 
retta B E passa pel centro di gravità del tnangolg. 
Dunque questo centro è nell' intersezione G delle 
due rette A D, B E, 

Ora congiunta D E , essa taglia i lati B Cy A C 
in parti proporzionali ; dunque è parallela ad A B y 
e i triangoli A GB, DGE sono simili. Quindi 

AG : GD :: AB : DE :z BC : DC, 

Ma B C h doppia ài DC per costruzione. Dun- 
(fue A G h doppia di G D , e per conseguenza ^ 
J G=:^AD, 
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6'j. Caroli. Per le due proposinoni precedenti po- 
trà' trovarsi il centro di gravità del perimetro o 
dell' area di un poligono qualunque , adoprandovi il 
metodo dell'art. 58 oppure quello dell'art 48. 

68. Proposizione III. Il centro di gravità d'una 
piramide triangolare trovasi ai tre quarti della retta 
che dal vertice si conduca al centro di gravità ddOa 
base. 

Sia ( Fig. IO ) la piramide V A B C, Tirata 
J D clie tagli per mezzo B C in D , e preso 
A E 1^ \ AD. sarà E il centro di gravità ddla 
base , o sia del triangolo ABC. Similmente con* 
giunta VD , e preso f^ F =±: J V D^ sarà F il cen- 
tro di gi*aviià della faccia triangolare B V C. ^ 
congiungano VE^ AF. 

Ora risolvendo la piramide ne' suoi elementi 
per mezzo di piani paralleli alla base ABC,h nuf 
nifesto che la retta J^ E passa pei centri di gravità 
di tutti gli elementi della piramide. Adunque il 
centro della piramide dee cadere sulla P^ E. Per 
egual ragione dee cadere sulla AF. Cadrà dunque 
nell'intersezione G delle rette F'E, A F. 

Ma congiunta EF, questa divide i lati AD, 
VD in parti proporzionali; dunque è parallela ad 
VA, e i triangoli AGV, FGE sono rimili. 
Quindi 

VG : GÈ :: VA : FÉ :: A D : DE. 
Ma AD h tripla ài D E per costruzione. Dun- 
que ^^ G è tripla di GF,eperò VG^\ VE. 
69. Corollario I, Questa proposizione si estende 
ad una piramide qualunque ed al cono. 
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Imperocché condotta una retta dal vertice al 
centro di gravità della base, è manifesto in primo 
luogo che il centro della piramide, dee trovarsi su 
questa retta , passando essa per tutti i centri degli 
infiniti elementi ne' quali la piramide si risolvesse 
mediante piani paralleli alla base. 

Intendasi oi^a la base della piramide divisa in 
triangoli per via di diagonali, e la piramide stessa 
divisa in altrettante piramidi triangolari con piani 
condotti pel vertice e per queste diagonaU. Se con- 
duco un piano parallelo alla base della piramide, 
ed ai tre quarti della sua altezza , contando dal 
vertice, questo piano passerà (68) per tutti i centri 
delle piramidi triangolari. Dovrà dunque passare 
anche pel centro della piramide dala: il quale per 
conseguenza si troverà ai tre quarti della retta che 
unisce il vertice col centro di gravità della base. 

E ciò vale per quante siano le faccùs della pi- 
ramide ; dunque ancora per la pii'amide ad infinite 
faccie, o sia pel cono. 

•^o. Corali. II. Di qui può trovarsi il centro di 
gravità d' un poliedro qualunque , potendosi ogni 
poliedro risolvere in piramidi. 

CAP. IX. 

Formale pel centro di gravità delle linee 

e de' piani. 

'j i . JrBapasizjoNs I. Pel centix) di gravità d' un 
arco curvilineo s , essendo le cooixlinate x , y bassi 
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In fatti abbiamo generalmente (So) 

^_ -z.Px ^_ y.Py 

Ora qui la forza P è proporzionale all'elemento del- 

V arco , elle h d s. Dunque ec. 

•^2. Corollario I, Se l'arco è simmetrico attorno 

l'asse delle x, il centro cade su quest'asse, Y s'an- 

I jc d s 
nulla 9 e basta l'equazione X^z-^ -, 

«^5. CorolL IL Se l'arco fosse a doppia curvatu- 
ra, converrebbe riferirne la posizione a tre assi, e 
sarebbe 

s ^ j ' s ' 

^4« CorolL HI. Applicando queste formole alla 
ricerca del centro di gravità d'un arco di circolo, 
ti'ovasi questo centro sul raggio che divide l'arco 
per metà , e la sua distanza dal centro del circolo 
è quarta proporzionale dopo l' arco. , la sua corda , 
ed il raggio. 

7 5. Proposizione IL Pel centio di gi^vità d'una 
superficie piana, trovasi 

Jydx ~ Jydx 

Si dimostra come sopra , osservando che l' ele- 
mento della superficie hz:=.y d x. 

Basterebbe la prima delle due equazioni, se la 
superficie proposta fosse simmetrica attorno la linea 
delle X, 

^6. Corollario, Ponno servir d'esercizio le appli- 
cazioni seguenti: 

I. Un ti'apezio di basi parallele ha il suo 
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centro di gravità sulla retta che biseca le basi. Siano 
le basì p, q ; ed a la retta che le taglia per mezzo. 
Su questa retta l'intervallo tra il centro di gravità 

e la base » è = -.^ — f— '. 

3 /? + </ 

2. Un segmento di circolo ha il suo centro di 
gravità sul raggio che lo divide per mezzo ; e la 

sua distanza dal centro del circolo è — < del cubo 

12 

della corda ^ diviso per l'area del segmento. 

3. Un settore di circolo ha il suo centro di 
gravità sul raggio che lo divide per mezzo ; e la 
sua distanza dal centro del circolo è quarta propor- 

2 

zionale dopo l'arco, la sua corda, ^ ^ ^ ^^^ leggìo* 

GAP. X. 

Forinole pel centro di gravità delle superficie 
e de' solidi di rivoluzione, 

77. / ROPOSiziojsE I. Il centro di gravità d' una 
superficie curva di rivoluzione è suU' asse alla di- 
distanza dell' ongine 

~ Jyds 
Questo valore si deduce agevolmente , osser- 
vando che l'elemento della superficie ezrzi^jrds y 
detto «■ il rapporto della circonferenza al diametro. 

78. Corollario. Il centro di gravità d'una calotta, 
d'una zona sferica è nel punto di mezzo della 
saetti. 
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^g. Proposizione IL II centro di gravità d' un 
solido di rivoluzione è sull' asse alla distanza dal-' 
l'origine 

n qual valore agevolmente ricavasi, avvertendo 
che r elemento del solido è =: «r ^' d x . 

80. Corollario, Applicando questa formola a rin- 
tracciare il centro di gravità di varj solidi , s' in- 
contrano i risultati seguenti; si noti che le ascisse 
si prendono dal veiiice della curva che rotando ge- 
nera il solido. 

I. Per un segmento sferico di raggio a 

■ 8fl — 3x 

y\ mi , . X 

Ila — ^x 



2. Per un settore sferico 

I 
8 



A^=-(aa4-3a:) 



5. Per l'emisfero 

4- Per un segmento di paraboloi()e 

^ = §- 
5. Per un segmento d'ellissoide chiamando a 
il semiasse di rivoluzione, viene come pel segmento 
sferico 

_ 8a — 5r 

A mI^ - • X 

I 2rt — ^x 



6. Per un segmento d'iperboloide 

,- 8a4-5.r 
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Questo valore è sempre compreso fra li — e li -7 

ddl'asdasa x. 

GAP. XI. 



Uso del centro di gravità 
per la misura delle superficie e de* solidi 

di rivoluzione. 

81. l^ROPoaitioNx L La superficie generata dalia 
rivoluzione d' un arco è duguale all' arco stesso mol- 
tiplicato pel viaggio del suo centro di gi^avità. 

n centro di gravità descrive una circonferenza 

di raggio Yy quindi il suo viaggio è = 2 «r Y. 

/ V d s 
Ora ( ^ I ) F = — . Dunque il viaggio del cen- 

s 

tro di gravità dell'arco moltiplicato per l'arco stesso 
è z= 2 ^fy d s ; che è appunto il noto valore della 
superficie generata dalla rotazione dell'arco s attorno 
Tasse delle x. 

82. CorolL Se piU archi si avvolgono attorno un 
asse comune ; la somma o la differenza delle super- 
ficie da essi generate è uguale alla somma o alla 
differenza degli archi stessi moltiplicata pel viaggio 
del comune loro centro di gravità. 

Siene gli archi s y s'y J', , , . e le <»dinate de' 
loro centri di gravità (^ , /, t/^ . . . . Le superficie da 
essi generate saranno (81) 2 s*^ w , 2 vs* i/. . . . e la loro 
somma 2 «r (sv-^^s' s/,. . .) 

Il centro di gravità comune di tutti gli archi 

avrà per ordinata (4o) ^ j , j - f -^ e pero 
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moltiplicando il viaggio di questo centro comune 
per la somma degli archi stessi j + j' -f- ^ . . . . 
risulterà 2 ar ( j i; -f- ^ i/ -f- j" i/" . . . . ) Dunque ec. 
Vale lo stesso discorso per la differenza. 

85.. Proposizione, IL II solido generato dalla ri- 
voluzione d'una superficie piana, è uguale alla su* 
perficie stessa moltiplicata pel viaggio del suo centro 
di gravità. 

Qui abbiamo (^5) r= ' y , . Dunque la 

superficie moltiplicata pel viaggio del centro di gra- 
vità è r=:wjy^dx, not» espressione del solido 
generato. 

84* Corollario, E se attorno lo stesso asse girìno 
più superficie , la somma o la differenza de' solidi 
da esse prodotti eguaglia la somma o la di£ferenza 
delle superficie stesse moltiplicata pel viaggio del 
comune loro centro di gravità. 

. 85. Proposizione IH, Se una retta si move in 
guisa che rimanga sempre perpendicolare alla linea 
descritta dal suo centro di gravità, la superficie 
generata dal- moto di questa retta è uguale alla retta 
medesima moltiplicata pel viaggio del suo centro di 
gravità. 

E lo stesso vale d'un piano che movendosi alla 
guisa indicata generi un solido. ,. 

In fatti ogni elemento della superficie o del 
solido generato sarà uguale al prodotto ddla retta 
o della superficie generatrice per l'elemento corri- 
spondente dalla linea percorsa dal centro di gravita. 
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GAP. XII. 

Biodo di trovare per approssimazione le superficie, 

le solidità, e i centri di gravità deUe figure, 

delle quali non abbiasi F equazione. 



86. KJvAixxBiA. d'una proposta curva non €d>biasi 
l'equazione, ne il valore ddUe figure terminate da 
essa curva o generate dal suo ravvolgimento, ne il 
sito de' loro centri di gravità non può aversi altri- 
menti cbe per via d' approssimazione. Il mezEO d' ap- 
prossimazione più ovvio consiste nel segnar molte 
ordinate a brevi ed ^uali intervalli , e conside- 
rar poscia gli archetti compresi come rettilinei y 
trasformando cosi la curva in un poligono. Si ottiene 
però maggiore accuratezza senza maggior fatica di 
calcolo, considerando invece que^ archetti siccome 
altrettanti archi parabolici, giusta l'ingegnoso me- 
todo immaginato da Simpson. Qui ne raccoglieremo 
i risultati (*) lasciando agli studiosi la cura di rin- 
tracdame la dimostrazione con vantaggioso esercizio 
di calcolo. 

87. Proposizione J. Sia proposto di misurare (Fig. 1 1) 
il piano XLl! X . . . . Condotto a traverso un asse 
qualunque A S, si divida in un numero pari di parti 
eguali AP yPQ , QR , , . , e pei punti di divisione 
M conducano le ordinate AL, PM, QN , . » . per- 



(*) Proiiy, ÀrchiiecU HydrauU Tom. I, 5 aa3. 
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pendicolari all'asse. Chiamerò A Pzz: P ^ = ^ -R... = /i ; 
ed AL=.y^, PM=y, , QN^y^.. . L'area ALXS 
sarà espressa da questa forinola 

In simìl guisa si troverà 1' area AL! X! Sy onde 
aggiungerla alla precedente; e se la curva inferiore 
V X fosse eguale alla superiore L X e similmente 
«ìtuata rispetto dell'asse, basterà in tal caso i*addop- 
piare il valore trovato dell'area ALXS. 

L'esposta formola è dedotta dal supposto die 
Tarco LMN sia. un arco di parabola avente pei* 
diametro MP, e l'arcoiVO-X un arco di pai-Bbola 
avente per diametro ORy e così gli altri : supposto 
cbe non p^ò trarre ad error notabile, quando que- 
gli archi sian piccoli. 

88. CorolL /. In simil guisa per un solido termi- 
nato da un^ 5upe9rficie curva qualunque, chiamando 
^lì s^9 9',» ... le aree delle se2doni fatte pei*pendico- 
larmente all'asse AS^ sarà la solidità 

= ^ < ^1 -4- 4* a -f- 2^3 4-4*4. 4- 2.^5 -*- 4^s • "J^ -^u ( 

89. CorolL II, Se il solido è prodotto dalla 
rivoluzione della cui^va L X attorno l'asse A S, 
avremo ^ = t y* ; onde 1' espi*essione della solidità 
diviene 

5^ I j^i-4-4r'+-2y3-4-4r4H-2X5+4r6-4-^;^ | 

90. Scolio. Se in vece di riguardare gli archi 
L MNy N O X.. ., come parabolici , si fossero con- 
siderati gli archetti LM, MN, NO, OX co- 
me altrettanti latercoli rettilinei^ avremmo ottenuto 



pd valore deO' area A LlSiS Vespnssàtm seguente 

^ A |r. + ^-r.^ ars-*- ^r* + ^^5+ ^r* • • • -*-r »» \ 

e siimli aardìbero state l'e^pressioiii ddDa solidità. 

91. Proposizione IL Sia XLl! X una superficie 
terminata da due curve eguali e simili LX,L'JJ 
e divisa per mesao dcU' asse ^ «9. D di Id centro di 
grarìtà cade sidl'asse AS ad una distanra dal pun- 
to A espressa dalla fbrmola seguente 

r.+'4r«-*-ar3+4,ri-Ha,rs +yn 

92. Corollario, Simile è V espressone per un so- 
lido simmetrico attorno V asse A S, purdiè inveoe 

ddle <Htlittate^.^j^,.... si ponganole sezioni ^t,». 

fiitte perpendicolarmente all' asse ; se poi è solido di 
moboioiie, le suddette sezioni saranno rappresentate 
per wjrl , wy\ 

95. Scolio. Qie se le curve LX si fossero riguar- 
date come poligoni coi latercoli LM , M N ... « la for- 
mala sarebbe stata la seguente (*) 



5 V.-h ^yz-V- ajTj-h 3jr^-f. ajTj -{^yn 



(•) Bnoat, Cours de Math. pour la Marine. Tom IV, 
Tom. I. 5 
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GAP. XIII. 

Dell* equilibrio delle forze concorrenti 
in un punto. 

94. JrnopojsizioNE 1, Sia un punto o elemento 
materiale libero sollecitato da quante si vogliano 
forze. Se la risultante di queste forze sarà nulla, vi 
sarà equilibrio; e viceversa. 

gS. Coroll. L Ridotte le forze tutte a tre sole (5i) 
P, Q, R parallele a tre assi oii;ogonali , dovrò essere 
|/ {P*^Q'^R*) — o', e quindi P=iO, Qz=:o,R=o. 

96. Coroll, IL Siano in equilibrio attorno il pun- 
to y^ (Fig[* 12) quante forze si vuole, espresse dalle 
rette AB, A C, AD ec. Sarà A il centro di gra- 
vità de' punti B,C,D ec. considerando questi punti 
siccome aggravati da pesi uguali. 

Dim. Riferendo il sistema de' punti A,B,C qc 
a tre assi ortogonali , siano X, Y, Z le coordinate 
del punto A\x, y, s. quelle del punto B. La forza 
AB essendo per ipolesi espressa dalla retta A B , 

sarà = l/i (a: — J^)*+ {y — Y)' ^ (2 — Z)« j 

e risolvendola in tre forze parallele a' tre assi , que- 
ste tre componenti saranno x — X,y — F, 2 — Z. 
Egualmente la forza AC sì risolverà nelle tre od — X, 
y* — Y ,:d — Z\ e la forza AD nelle tre od' — A'^ 
y'' — y, z" — Z ce. Sia n il numero di. queste foi*ze 
equilibrate AB , AC , AD ec. Dovrà essere (gS) 

q = j^4-/+/' — — n r=o 
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Sono dunque le coordinate del punto A que- 
ste ire 

^_x+3^+j^ Y^ y-^y+y"-' , ^_ s+s^>l^af^.. 

* /* ' n ^ n 

die sono per V appunto (4^) le coordinate del cen- 
tro di gravità de' punti B , C, D ec. 

Convertendo il discorso apparirà redprocauìente, 
die se il punto A sarà il centro di gravità de' punti 
B,C,D ec. sollecitato quel punto dalle forze AB, 
A C, AD ec. si rìmarrk in equilibrio. 

g^. CorolL III, Di qui i Teoremi seguenti. Se un 
punto è posto nel centro di gravità d'un triangolo^ 
e sollecitato da tre forze espresse dalle rette termi- 
nate avvertici del triangolo, resterà in equilibrio. 

£ similmente se un punto è posto nel ceutix> 
di gravità d'una piramide triangolare , e sollecitato 
da quattix) forze espi'essc dalle l'ette terminate a' quat* 
tro vertici della piramide, l'esterà in equilibrio. 

Iinpei*occbè è facile dimostrai*e cLe il centro di 
gravità d'un triangolo , o d' una pii*amide triango* 
lare, è anche centro di gravità di pesi uguaL' col- 
locati ne' vertici loro. 

98. Scolio I. Se il punto nel quide coucorix)n le 
foi-ze è fermato ad un appoggio che non gli permettii 
veruna sorte di moto , sussisterà V equilibrio per 
quante siano le forze solledtanti; e l'appoggio sarà 
premuto o tratto con tanta forza, quanta è la risul- 
tante delle forze applicate. 

99. Scolio IL Se il punto è sospeso da un fulcro 
per mezzo d' una verga 9 richiedesi per 1' equilibrio 
die la risultante delle forze applicate passi pel ful- 
cro. Che se pendesse da un filo, si esige di più che 
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quella risultante non sospinga il punto contro del 
fulcro , ma in direzione contraria. Quanta è poi la 
risultante, tanta è la forza die tende il filo o la 
verga; e tanta pur è la pressione che il fulcro so- 
stiene. 

100. Proposizione IL Sia il punto o elemento 
materiale appoggiato ad una superficie resisteste. Se 
la insultante delle forze ad esso punto applicate sarà 
pei^ndicolare a quella superficie, e sospingerà il 
punto contro la medesima, vi sarà ecpilibrio, e vi-. 
oeversa. 

Volendosi esprimere analiticamente la condizione 
del dover essere la risultante perpendicolare alla 
superficie, fa d'uopo premettere il seguente Lemma 
geometrico. 

loi. Lemma, Sia una superficie determinata dal- 
1* equazione l d x + m dy +/irZ2 = o, ed al 
punto cui corrispondono le coordinate x, y, z si 
guidi una retta k normale alla supei^ficie. Chiaman- 
do a ^ i8^ y gli angoli che fa questa normale colle 
x,y,ze facendo per brevità l* + m* + n^:=zAP , 
sarà 

l . ^ m n 

COS. « = -r^.; COS. ^ = •—; cos. y = -— . 

Dim. Siano a, b, e le coordinate dell' esti*emìtà 
della retta k, mentre x^y, z sono le cooi^inate 
dell'altra estremità posta sulla superficie. Sarà 
k' = {x^ay + {y — by + (z — c)> 
onde kdli^:z(x — a)dx^{y — b)dy-\'(z — c)dz. 
Ma X — a = A: cos. a^y — 6 = A: cos. i8 ; e — c= ^ cos. y. 
Dunque d k:izd x cos. a + dy cos. fi ^ d z cos. y. 

Ora se A è normale alla superficie, dovrà esser 
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la massima o la mìnima tra quelle che partendo dal 
punto determinato dalle coordinate a, b, e termi- 
nano alla superficie. Dunque dovrà essere dk:zzOf 

sia d oc COS. « + cf ^ cos. fi -^ d z cos. >" =:= o; 
la qual equazione combinata coli' altra 

1 d X -^m dy + n «^ z =; o > eliminandone £Ì a7> dà 
(Zcos. /3 — mcos. a)^y+ (/cos% y-— yicos. a) £Ì2 = o. 
Quest'equazione dee verificarsi qualunque siano le 
variazioni dy , dz; onde avi^emo le due equazioni 
l cos, ji — m COS. « =: o , / cos. > — /icos. a:=:0 9 le quali 
insieme colla terza (a8) cos.a*4-cos. i8*-+-cos. >*=i, 
daranno i ti'e annunciati valori di cos. a^ cos» i8, cos. >". 

ioa. Corollario, Dunque se la risultante S delle 
forze applicate al punto materiale dev' essere pei> 
pendicolai*e alla superficie, risolvendola in ti^e forze 
P , Q ^ R parallele eJle x,y,z dovrà essere 

P=iy cos. a= rrr ; O^iuy COS. i8=: —--; /fcruy cos. 3^=^-rr 

M ^ M M 

e così P i Q : R: i II m : n, 

E cliiaro che la risultante S viene disa dalla 

resistenza della superficie, e rappresenta la pressione 

che la superficie stessa sostiene. 

GAP. XIV. 

Del momento di rotazione» 

to5. OiA un sistema di forma invariabile volu- 
bile intorno un asse, e ad alcun de' suoi punti sia 
applicata una forz^ che agisca in un piano perpen- 
dicolare a quell' asse. Il prodotto della forza per la 
distanza della sua direzione dall'asse dì rotazione 
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(^icesi Momento della forza per far girare il sistema 
attorno tasse. 

Sia la forza A P ( Fig. 1 5 ) in un piano per- 
pendicolare all'asse Oo. Condotta in quel piano la 
y4 M pei'pendicolare ad AP , il prodotto AP. A M 
è il momento della forza A P per aggirare il siste- 
ma attorno Tasse Oo. 

104. Scolio. Se la forza AP giacesse in un piano 
obbliquo all'asse Oo, convien risolverla in due, 
delle quali la prima sia parallela ad Oo, la se- 
conda giaccia in un piano perpendicolare ad Oo, 
Questa seconda è la sola ohe tenda ad aggii*ai^ il 
sistema attorno l' asse; ed il momento di questa 
prendesi per momento della forza A P, 

io5. Proposizione, Sia un sistema rigido volubile 
attorno un asse, e siano applicate al sistema due 
forze che tendano ad aggirarlo in sensi contrarj. Se 
i momenti delle due foi^ze saranno eguali, vi sarà 
equilibrio; e vicciversa. 

Siano le due forze AP,BQ tendenti ad ag- 
girare il sistema attorno l'asse Oo in sensi contrarj 
co' momenti eguali A P . A M , B Q . BN . Queste 
agiranno (io4) in piani perpendicolari all' asse O o , 
e perciò tra di loro paralleli. Condotto per l'asse Oo 
un piano qualunque , siano M a, N b le comuni 
sezioni di questo piano coi due piani paralleU 
a AI A, h NB ne' quali giacciono le forze AP , BQ. 
Prendo Ma, Nb eguali rispettivamente alle rette 
31 A, NB, All'estremo a della retta Ma intendo 
applicate perpendicolarmente due forze opposte ap, 
apf eguali fra loro, ed alla AP, e poste nel j^Or 
no a M A , E similmente all' estremo della N b 
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centix) di gi^vità sulla retta che biseca le basi. Siano 
le basi p, q ; ed a la retta che le taglia per mesezo. 
Su questa retta l'intervallo tra il centro di gravità 

e la base p è =:-. ■ . 

3 p + </ 

2. Un segmento di circolo ba il suo centro di 

gravità sul raggio che lo divide per mezzo ; e la 

sua distanza dal centro del circolo è — del cubo 

12 

della corda, diviso per l'area del semento. 

5. Un settore di circolo ba il suo centro di 

gravità sul raggio cbe lo divide per mezzo ; e la 

sua distanza dal centro del circolo è quarta propor- 

zionale dopo l'arco, la sua corda, ^ ^ «e ^^ ^&8><^' 

GAP. X. 

Forinole pel centro di gravità delle superficie 
e de' solidi di rivoluzione. 

7^. / ROPOsizioNE /. Il centro di gravità d' una 
superficie curva di rivoluzione è sull'asse alla di- 
distanza dell'orìgine 

~ Jyds 
Questo valore si deduce agevolmente , osser- 
vando cbe l'elemento della superficie h'i^Uftyds ^ 
detto sr il rapporto della circonferenza al diametro. 
^8. Corollario. Il centro di gravità d'una calotta, 
o d'una zona sferica è nel punto di mezzo della 
saetta. 
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equilibrio, è necessario che i momenti delle forze 
applicate siano eguali fra loro. Il che ec. 

106. CorolL I, Scorgesi dalla dimostrazione pre- 
cedente , che per quanto riguarda 1* equilìbrio di 
ix)tazione attorno Tasse Oo, alle forze APyBQ 
ponno sostituirsi delle altre come ap, bq eguali 
alle prime , ma con direzioni comunque diverse , 
purché queste direzioni giacciano sempre in piani 
perpendicolari all' asse Oo, e conservino la stessa 
distanza dall' asse. Col qual mezzo le dette forze 
ponno rendersi tutte fra loro parallele. 

10^. CorolL II, Si può ancora, salvo l'equilibrio 
di rotazione, alla forza AP sostituirne un'altra «« 
di valor diverso , cangiandone la distanza dall' asse ; 
basta che sia AP,AM'=:oLfF.oL M onde si con- 
servi lo stesso momento. 

108. CorolL III, Agiscano sul sistema più fonte 
tendenti ad aggirarlo in sensi contrarj. Se la somma 
de' momenti di quelle che tendono a girarlo per un 
verso sarà eguale alla somma de* momenti di quelle 
che tendono a girarlo in contrario , vi sarà equili- 
brio; e viceversa. 

Si riducano tutte le forze ad essere fra loro 
parallele (106); indi tutte quelle che tendono a 
girare il sistema per lo stesso verso si riducano alla 
loro risultante P applicata al loro centi^o ; e sia il 
momento di questa forza P m. Similmente quelle 
che tendono in senso contrario si riducano ad una Q 
applicata al loro centro , e siane il momento Q n . 
Sarà (55) Pm la somma de' momenti delle prime, 
e Q n la. somma d^ momenti delle seconde. Dunque 
per ipotesi PmzzzQn, Dunque (io5) vi sarà equi- 
librio. 
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GAP. XV. 



Proprieth principali de* Momenti 
di rotazione. 



109. jUxmmj. L Gostìtuitl pel punto O (Fig. i4) 
tre assi ortogonali O A'^ O Y, O Z , e poscia per 
k> stesso ponto condotti altri tre assi ortogonali 
O X', O T , Xy Zf ciascheduno de* quali faccia co' 
tre primi rispettivamente gli angoli a , /3 , y\ 
«', iS', >^; 0^, /8", y'; si avranno q[ueste sei equa- 
zioni 

COS. a* 4- COS. i8" -f- COS. >• =: i 
COS. o/'H- COS. iS'"-!- COS. 0/*= I 
COS. a"*-4- COS. /3"*-f- COS. 3/'"= i 

COS. a COS. 0/ -f- COS. i8 COS. /S' -f^ COS. V COS. 3^ = o 

COS. a COS. a" -|- cos. B cos. /S" H- cos. y cos. y" = o 
COS. a/ cos. 0/' -f- cos. COS. i8" -+- cos. >/ COS. >" zz: o 
Le prime tre risultano dall' art. 28. Le tre se- 
denti dal Teorema dimostrato all'ai*t. 3a. Pel quale 
abbiamo 

cos. A' O I^=co8. a cos. </ -4- COS. .fi cos..d' -l-cos.y cos. 3/ 

COS. A' OZ'^zoos. X cos. a"^-cos. /S cos.i8"-f-cos. y cos.>/' 

COS. 1^ OZ'=: COS. o/cos. 0/' 4- cos, ^' cos.i8''-4-cos. 3/cos, y" 

Ma per ipotesi gli angoli X'OT^X OZ', V OZ* 

sono retti , e i loro coseni eguali a zero. Dunque ec. 

no. Corollario, Se da prima si considerino gli 

assi OX!, Or^OZ' e poscia gli altri OA, OY, OZ 

ciascuno de' quali fa co' tre primi gli angoli 

ft, e/, »"; /3, /3', /à"; y, 3/, 3/'; vedesi che insieme 
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In fatti abbiamo gcncrabnente (So) 

Oi^ qui la forza P è proporzionale all'elemento dd- 
l' arco , che è d s. Dunque ec. 

•^2. Corollario I. Se l'arco è siniinetrico attorno 
l'asse delle x, il centro cade su quest'asse^ ¥ s'an- 
nulla, e basta l'equazione J¥r=:-' ». 

^5. CoroU. IL Se l'arco fosse a doppia curvatu- 
ra, converrebbe riferirne la posizione a tre assi, e 
sarebbe 

s ^ s ' s * 

^4« Caroli. III. Applicando queste formole alk 
ricerca del centro di gravità d'un arco di circolo, 
ti*ovasi questo eentro sul raggio che divide l'arco 
per metà , e la sua distanza dal centro del circolo 
è quarta proporzionale dopo l'arco., la sua corda, 
ed il raggio. 

7 5. Proposizione IL Pel centix) di gravità d'una 
superficie piana, trovasi 

Jydx Jydx 

Sì dimostra come sopra , osservando che V ele- 
mento della superficie èzzzy d x. 

Basterebbe la prima delle due equazioni, se la 
superficie proposta fosse simmetrica attorno la linea 
delle X. 

76. Corollario, Ponno servir d'esercizio le appli- 
cazioni seguenti: 

I. Un ti^apezio di basi parallele ha il suo 
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centix) di gi^vità sulla retta che biseca le basi. Siano 
le basi p, q ; ed a ìa. retta che le taglia per mezzo. 
Su questa retta l'intervallo tra ^il centro di gravità 



e la base » è = -. ■ . 

3 p + </ 

2. Un segmento di circolo ba il suo centro di 

gravità sul raggio che lo divide per mezzo ; e la 

sua distanza dal centro del circolo è — del cubo 

12 

della corda ^ diviso per l'area del semento. 

5. Un settore di ch^colo ha il suo centro di 

gravità sul raggio che lo divide per mezzo ; e la 

sua distanza dal centro del circolo è quarta propor- 

2 

zionale dopo l'arco, la sua corda^ ^ ^ ic ^^^ ^SS'^- 

GAP. X. 

Formale pel centro di gravità {ielle superficie 
e de' solidi di rivoluzione, 

7^. / ROPosizioNE I, Il centro di gravità d' una 
superficie curva di rivoluzione è sull' asse alla di- 
distanza dell' ongine 

^_^ S^yds 

fyds 
Questo valore si deduce agevolmente , osser- 
vando che l'elemento della superficie è:=:2sr^^*, 
detto sr il rapporto della circonferenza al diametro. 
^8. Corollario, Il centro di gravità d'una calotta, 
o d'una zona sferica è nel punto di mezzo della 
saetta. 
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^ O ^ sul piano X O Y, Condotte le ordinate 
Q P, (^ P avremo 

OP:=zx, PQ=.yy OFcziOù^P, PQ'zzzy^Q. 
Ora il triangolo QOQ'=POQ'hPQ(^F—P'OQ'. 

Ma PO Q=^xy^ PQQ'P'=-PF{PQ+P'Q^Ì— 

Dunque Q O Q'ziz^ {P y — Q x ) . Allo slesso 

modo si troveranno le altre due projezioni. 

114. CorolL L I momenti della forza AB per 
far girare il sistema attorno gli assi OZ , O Y , OX 
sono {»x)p(»*zk)nali alle projezioni dell àrea A O B 
sui tre piani XO Y, XOZ , Y OZ ^ essendo 
ciascuno de' suddetti momenti doppio della corrìspoi>- 
' dente proiezione. 

In fatti la forza AB risoluta nelle tre PyQ,R 
tende a far girare il sistema attorno 1' asse O Z da 
y verso X col momento Py , e da X verso Y col 
momento Qx. Adunque il momento della forza AB 
per far girare il sistema attorno l' asse O Z pel 
verso Y X h =z Py — Q x. Allo stesso modo si 
vedrà cbe il momento della forza AB per volgere 
il sistema attorno O ^ pel verso XZ è=iRa: — Pz\ 
e che il momehto di essa forza per volgere il siste- 
ma attorno 0-¥ pel verso Z^F è s=:^2- — Ry, 
Sono dunque i tre momenti per volgere il si- 
stema attorno gli assi OZ, O Y, OX pel verso YXZ 

Py — Qx, Rx — Pz, Qz^Ry. 
Ma le tre projezioni dell'area A OB sai piani XOY, 
XOZ, YOZ sono (ii5) 
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l{Py-Qx),l(Rx^Pzì, \{Qz-Ry). 

Dunque ec. 

11 5. CorolL IL E in un sistema di quante forze. 
si vogliono , le somme de' momenti coi quali queste 
forze tendono a rotare il sistema attorno gli assi 
ortogonali OZ , O Y, OX sono proporzionali alle 
somme delle projezioni di tante aree quante sono le 
forze , fatte su' piani X O Y, X O Z , Y O Z ; 
essendo ciascuna somma de' momenti doppia della 
somma delle corrispondenti projezioni. 

11 6. Proposizione L Siano F G H , le somme 
de' momenti co' quali le forze applicate al sistema 
tendono a rotarlo attorno gli assi OX, O Y , OZ; 
e siano F^, 0, IP le somme de' momenti delle stesse 
forze rispetto agli assi OXf, OY\ OZf (109); sarà 

F' = F cos. a -H G cos. fi ^ II cos. y 
Gf -=, F COS. J ^ G COS. fi' -^ G cos. 3/ 
IT z=z F cos, •" + G COS. fi'' 4- II cos, y". 
Dim. Chiamando A, A' , A" le somme delle 
projezioni di tutte le aree compagne della A OB 
sui piani Y OZ, XOZy XOY\ e B,« , W le 
somme delle projezioni delle stesse aree sui piani 
Y' OZ'y X'OZ', JCOF; sarà (u5) 

A=-fJ'=^G,A"z=^H', Bz=i^P,B'=-G,B"—-ir. 
22 3 2 2-2 

Sostituendo questi valori ài A ce, B ec. nelle equa-* 

zioni (ili) risultano quelle nella Proposizione espresse. 

11^. Corollario, Elevando queste equazioni al 

quadrato, facendone la somma, e riducendola col-. 

l'ajuto delle equazioni (109. no) risulta 

Fl^ G''+ IP' = F^-h G' -h H\ 
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Pertanto a qualunque terno d'assi ortogonali con- 
dotti per lo stesso punto si ripoi*tino i momenti 
deUe forze, la somma de' loro quadrati è sempi'e la 
stessa. 

II 8. Proposizione. IL I ti'e momenti F, G, II 
tendenti a rotare il sistema attorno i ti'e assi OX, 
O Y , O Z equivalgono ad un momento unico 
^ ^jp*»^ Q' ^JEl*) che tende a failo girare at- 
torno un solo asse OX' , che fa co' tre primi gli 
angoli che hanno per coseni 

F G H 

\/(r-^G^'\'H^y \/{F'-\'G^'^H^y l/iF^-^G'-hlT} 
Di in. In fatti se ponghiamo 

_ F 

'''''• ^- i/(F^+G'^Jr)' 

G 

COS. fi = 



COS. y z^ 



H 



e cerchiamo per le formole precedenti il valore de' 
momenti I' , G' , £P rispetto all' asse O X' ed altri 
due ad esso ortogonali, abbiamo primiennente (ii6) 

Poscia (iiy) sarà 

Qi* ^ JT^— F^^ G'+ H*— F* = o 
e quindi G' = o , H^ zz. o. Dunque ec. 

119. CorolL I. Viceversa se le forze applicate al 
sistema tendono col momento M a muoverlo in giro 
attorno un asse il quale faccia gli angoli a , yS , y 
cogli assi ortogonali O X, O Y , O Z ; quel mo- 
mento 31 equivarrà a ti'c momenti lU cos. x , 
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Vm 


L p, Jf eos. y tendlenti insMme ad agf^r» 


fl «i 


BBm attoTBO ^asd OA,OF,OZt 



laou Corali. IL Di qui s^iparìsne die i ctiverfli 
■iiTBti clic luDo le fonse «pplioBle ad voi sistema 
por ii—lmlri» in giro attorno diversi assi ad uà 
taaipo, à c o uip o ti gopo infinei loi^o alla stessa gnìsa 
dde fotve applicate ad un punto. E cosi se sugli 
asà O Jt , ^ ^ 7 O Z à prenderanno dal ponto O 
tre rene lispettivaniente uguali ad F , G , H , cioè 
a' momenti ddJe forse per rapporto a' singoli assi > 
e si £aA con questi lati F , G y II \\n parallelepì- 
pedo rettangolo, la diagonale condotta all'orìgine O 
sarà l'asse unico, attorno cui tenderà effetti vamcn te 
a volgersi il sistema con momento espresso della 
diagonale medesima. In fatti sarà quella diagonale 
j/(/^-4_^*4-£P) e &ra coi tre assi OA, OYyOZ 
g^ angoli de' coseni. 

F G H 

lai. Proposizione. IIL Dati i momenti F, G, II 
co' «piali le fonoe applicate al sistema tendono ad 
adirarlo intomo agli assi orU^nali OX, OYy OZ 
trovare i momenti f, g, h co' quali le stesse fÌMrze 
tendono ad agggirarlo attorno ti^ assi ortogonali pa- 
ralisi a' primi, e condotti per un pimtolecui coor* 
dinate siano a, b, e. 

Per riportare i momenti delle forze a questi 
nuovi assi basta ne' vidori de' momenti F, G, ff 
in luogo ddJe coordinate x, , y , z mettere 
X — a , y ' — b , z — e , Essendo dunque ( n4 ) 
F:= X . ^ »= S . Ry , sai'à 
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E similmente avremo Sf=^ — aZ.R+cX,P 

Il che dovevasi trovare. 

1^2. Corollario. Se sarà X.P = o, S.^i^o 
2 . ii =: o, e se .di più i momenti di rotazione at- 
torno tre assi ortogonali siano uguali a zero , onde 
sia F;=o, Gz^o, Hz^o; saranno ^uali a zero 
anche i momenti di rotazione at^rno qualunque asse 
immaginabile. . 

GAP. XVI. 

Equilibrio d* un sistema di forma invariabile. 



I2D. Jtroposizioneì. Sia un sistema rigido solleci- 
tato da più forze, ognuna delle quali sia decompo^ 
sta in tre P , Q , R parallele a tre assi ortogonali. 
Vi sarà equilibrio se i.^ le somme delle forze pa- 
rallde a ciascuno de' tre assi saranno eguali a zero, 
a.^ le somme de' momenti delle forze per far girare 
il sistema attorno ciascuno de' tre assi saranno eguali j 
a zero; e viceversa. 

Dim. Le forze applicate al sistema si riducono a 
tre risultanti ^>P , ^-Q, ^, R, ciascuna delle quali 
tende a trasportare tutto il sistema e ciascun punto 
del medesimo con moto progressivo parallelamente 
al rispettivo asse. Essendo dunque ognuna di queste 
risultanti eguale al zero , nessun punto del siste- 
ma (gS) potrà concepire moto progressivo. 

Essendo inoltre eguali a zero i momenti delle 
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forze per ùtr girare fl. sistema attorno tre asà orto- 
gonali, saranno pure ^uali a zero (122) i momenti 
delle forze per £urlo girare attorno qualunque asse 
immaginabile; e però il sistema non potrà concepire 
moto rotatorio. 

Bla egli è palese che un sistema rigido noa 
può spostarsi se non se per moto progressivo , o per 
moto rotatorio. Dunque ec. 

£ viceversa se v' ha equilibrio , è necessario 
che il sistema non possa concepir moto né progres- 
sivo y né rotatorio. Ma concepirebbe moto progressi* 
vo se alcuna ddle somme S . P ec. non fosse zero » 
e concepirebbe moto rotatorio se alcuno de' momenti 
riferiti a' tre assi non fosse zero. Dunque ec. 

124* CorolL I. Essendo come sopra ciascuna forza 
risoluta nelle tre P, ^, iJ ed essendo x, ^, z le 
coordinata del suo punto d' applÌQaxìaue , l' equiln 
brìo del sistema è determinato dà queste sei equa* 
zioni 

S.P = o; 2.^ = 0; :t.iR = o 
S.P^ = S.^x; r.P2=:S.iJa-; Z.Qz = ^.Ry 
Le prime tre esprìmono che il sistema non può 
conéepir moto progressivo secondo veruno d^li assi 
O X, O ¥, O Z. Le tre ultime esprimono che il 
sistema non può rotare attorno veruno de' tre assi 
O Z , O Y , O X. E già si è dimostrato che impe- 
diti questi movimenti rimane escluso ogni movi- 
mento possibile. 

125. CorolL IL Se v' ha nel sistema un fulcro , 

o punto fisso, ogni moto progressivo viene impedito 

dalla resistenza del fulcro. Basterà pertanto che le 

forze P , Q , R non possano indurre alcun moto 

Tom. L 4 
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rotatorio; basteranno dunque per l'equilibrio le tre 
equazioni 

X.Pr=3:.<>x; S. P2 = S . Rx; X . Qzz=:X . Ry. 
126. Caroli. III. Se vi sono due punti fissi , o 
sia un asse fisso , il che torna lo stesso , allora il 
sistema non può prender cbe un moto di rotazione 
attorno quell' asse. Prendendolo pertanto per asse 
delle z, basterà per l'equilibrio la sola equazione 

X . Py = r . ^ jr. 

GAP. XVII. 

Pressioni sugli appoggi d' un sistema rigido 

equilibrato. 

12'j. 2 ROPosizjoNE I. Sia un sistema rigido equi- 
librato e sostenuto da un fulcro o pernio fisso. Te- 
nendo ferme le denominazioni sino ad ora usate, le 
pressioni p , q , r cbe il pernio sostiene nel senso 
delle X , y , z sono determinate dall'equazioni 
pz=:J^. Pi q=zJ: . Q; r=S.iR. 
Difatti le pressioni cbe sostiene il fulcro sono 
eguali e conti'arie a quelle forze cbe vi si dovreb- 
bono applicare per mantener l' equilibrio nel caso 
die il fulcro si togliesse. Ora per le tre prime equa- 
zioni dell'equilibrio è manifesto clie vi si dovreb- 
bero applicare in senso contrario alle x , y , z , le 
forze 2 . P , S . <? , 2 . i?. 

^28. Corollario. Il fulcro sostiene lo sforzo delle 
potenze P , Q , R come se queste gli fossero imme- 
diatamente applicate. 
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129. Proposizione IL Sia il sistema equilibralo 
attorno Tasse immobile O Z (Fig. i5) fisso in due 
punti o pernj M , N. Si chiamano p , g , r le pres* 
sioni che sostiene nel senso déUe x, y, s il per* 
dìo M cui corrisponde l'ascissa O Mzi^Z 9 ^ siano 
similmente pf, q', i' le pressioni sostenute dall'altro 
pernio iV cui corrisponde X ascissa O iV = f '. I tra* 
lorì delle pressioni si hanno dalle cinque equazioni 
che seguono 

p -+-a/ = S .P 

r ^ 1^ = S . /{ 
p:^ H- p' C = S . P 2 — 2 . ibc 
qK-^q' ^ = Ji.Qz — J:.Ry, 
Difatti 'supponghiamo che per mantenere l' equi- 
librio , sciogliendo i punti M , N , e rendendo così 
libero il sistema , si dovessero applicare in senso 
contrario alle coordinate le foi*ze p , q , r nd pun- 
to i>f , e le forze //, q', r' nel punto N, Cercando 
ì valori di queste forze per le generah equazioni 
dell'equilibrio (ia4) incontiiamo appunto le equa- 
zioni qui sopra scritte. 

i3o. CorolL L La terza equazione fa conoscere 
che tutto l'asse è sospinto nel senso delle z con fona 
= S . ii . Per le altre quattro poi agevolmente si 
determinano le pressioni che soffre ciaschedun degli 
appoggi nel senso delle x e delle y, 

i3i. CorolL IL Di qui può sciogliersi agevol- 
mente il problema (*) pel quale. si cercano gli sforzi 

(*) r. Greg. Fontana, Società JtaL Tom. Vili. Pari. 1, 
pag. i35. 
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che esercita il peso d'una porta sui due cardini che 
la reggono; o piìi generalmente le pi*essioni eserci* 
tate su' due cardini M , N dell' asse da una forza 
parallela all'asse medesimo. 

Sia la forza = — 72 ; la distanza della sua di- 
rezione dall'asse ziz x ; Y intervallo fra i due car- 
dini ME = f'— C Si troverà 

Così la porta grava di tutto il suo peso R la 

linea verticale de' cardini , ed oltre a ciò il cardine 

superiore è tratto in fuori ^ e l'inferiore è sospinto 

Rx 
in dentro , entrambi con forza :=; ^^ y . 

•• 
GAP. XVIII. 

Equilibrio d'un sistema rigido animata 
da forze parallele, 

r52. 11j proprietà d' un sistema rigido animato 
da forze parallele (46) il ridursi tutte le forze ad 
una risultante sola eguale alla somma di tutte , ed 
applicata al loro centro. Tale è un corpo grave; 
tale una massa le cui particelle tendano a moversi 
tutte con eguale velocità , e per linee parallele. In 
questi sistemi la determinazione delle condizioni e 
delle proprietà dell^ equilibrio è per lo più assai fa- 
cile , siccome vedremo scorrendo per alcuni casi. 

i53. Proposizione /. Una massa M di cui tutti 
gli elementi abbiano impressa la velocità F' sia 
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coolìgua ad nna massa m animata in tutti i suoi 
donenti della vdocità u. Le direzioni deDe vdo* 
dtà f^ , u siano parallele alla retta che congionge i 
centri <ii gravità delle due masse, e siano fira loro 
opposte. Vi sarà equilibrio, se le masse M, m siano 
recdproeamente proporzionali alle velocità F', u; e 
viceversa. 

In fatti tutte le forze che agiscono sulla mas^ 
sa ^f si riducono ad una sola applicata al suo cen- 
tro di gravità ed uguale alla somma di tutte , e 
perciò eguale ad M V\ e eoa quelle che agiscono 
sulla massa m si riducono ad una sola aj^licata al 
suo centro di gravità , ed = m u. Queste due forze 
essendo opposte, vi sarà equilibrio se sia Mf^'^zma^ 
ovvero 31 l m il u : K\ e viceversa. 

Il prodotto della massa per la velocità comune 
colla quale tutti i suoi elementi si movono , o ten- 
dono a moversi, dicesi quantità di moto. Misurando 
questo prodotto la risultante di tutte le forze paral- 
lele che animano gli elementi della massa , misura 
ancora la forza della massa medesima. 

i54- Proposizione II. Un grave sospeso o sost^ 
nuto comunque da un punto fisso rimarrà in equi» 
librio, sé la verticale condotta pel centro di gravità 
passa per quel punto; e vicevèrsa. 

i55. Proposizione IIL Un glrave posato su d'un 
piano sarà in equilibrio se il j^ano è orizzontale, 
e se di più la verticale calata dal centro di gravità 
cade entro la base circoscritta dalle rette che con- 
giungono i punti d' a[^K>ggio ; e viceversa. 

i36. Corollario /. Mancando la prima condizio* 
ne, il coipo striscerà radendo fl j»ano : mancandc» 
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la seconda , roterà attorno quello fra gli appoggi , 
verso cui cade la perpendicolai-e calata dal centro 
di gravità. 

137. Coroll. IL n grave pi-eme il piano con tutto 
il suo peso : se gli appoggi sono due , o anche tre , 
purché non giacciano in linea retta , si determina 
facilmente ( 4o. 4^ ) q^ial paii« del peso gravi cia- 
scheduno degli appoggi ; ma negli altri casi (44) 
il problema è indeterminato. 

i38. Proposizione IF'. Reggasi un grave su due 
piani inclinati C A , C B ( Fig. 16 ) posando sugli 
appoggi A , B . Vi sarà equilibrio se la verticale 
CV condotta pel centro di gravità del corpo giace 
fra i due punti A , B e passa pel concorso P delle 
perpendicolari A P , B P erette sui piani inclinati 
ne' punti A , B i e viceversa. 

Poiché allora il peso del grave potrà intendersi 
applicato al punto P della verticale G V y e risol« 
versi in due forze secondo P A , P B , le quali 
agendo perpendicolarmente contro i piani ne' punti 
d'appoggio, rimarranno sostenute (100). 

E viceversa se v'ha equilibrio , è forza che le 
perpendicolari A P , B P concorrano in un punto 
della G V , Poiché se intendiamo rimossi i piani , 
ted in loro vece sostituite in A , B delle forze eguali 
e contrarie alle pressioni che il sangue esercitava sui 
piani stessi , deve sussister l'equilibrio fm il peso 
del corpo che agisce per la verticale G P^y e queste 
due forze che agiscono secondo le rette A P ^ B P* 
Ora tre forze che non siano parallele non ponno 
essere in equilibrio, se le loro direzioni non ccm* 
eorrono in un punto ; dovendo ciascuna delle forze 
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riuscii'e eguale ed opposta alla diagonale del parai- 
Idogrammo formato colle altre due. 

iSg. Coroll. L Le pressioni esercitate su ciascuno 
deg^ appoggi A ^ B si determinano facilmente. Sia 
P il peso del corpo, A , B \e pressioni cercate. 
Sarà (17) 

P : A : B :: sin. A P B : sin. B P G: sin. A P G 

sia , condotta la verticale* C Z , 

P z A : B :: sin. A C B : cos. B C Z : cos, A C Z. 

i4o. CorolL II. Se la vellicale G V non passa 
per r intersezione P delle perpendicolari A P ^ B P 
ma più verso l'un degli appoggi, per esempio verso 
A , ìA. corpo sdrucóiolem fra i due piani, scendendo 
il pianto A , eà alzandosi il puntx) B. 

i4i. Coroll. II L Se il corpo posa sui piani non 
già in un punto solo, ma in più punti, o in una 
base estesa , per esempio , sulle basi ab, « /S , ba- 
sterà per r equilibrio che la verticale G V passi pd 
parallelogrammo l m n o compreso dalle perpendi- 
colari erette su i due piani nei termini delle basi 
a b, M 0. 

14^. Coroll. IV. Glie se Tuno degli appoggi fosse 
fermato in modo che non permettesse al corpo di 
scorrere lungo il piano , allora basterà, per V equili- 
brio che la verticale G V passi tra i due punti 
A,B. 

Anche in questo casa la determinazione delle 
pressioni è facilissima ; di che daremo un esempio 
recando la soluzione genuina del seguente Problema, 
che da diversi è stato sciolto diversamente (*). 

n Società lialìana^ Tom X, ParK 1/ P* i^^- 
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145. CorolL V. La trave A B {Y\%. 17) s'ap- 
poggia coli' estremo A sul piano verticale A C e 
coli' altro B sul piano orizzontale B C, fermata in B 
da un ostacolo che le impedisce di strisciar lungo 
il piano. Si cercano le pressioni o spinte esercitate 
sugli appoggi Ay B, 

Pel centro di gravità G della trave ergasi la 
veiiicale G P che incontri in P Y orizzontale A P , 
e congiungasi P B, H. peso della trave suppongasi 
applicato in P, e si risolva nelle due forze A a, Bb. 
Saranno queste le pressioni cercate. 

Volendosi conoscere partitamente le spinte oriz^ 
zontali e verticali esercitate dalla ti-ave , di nuovo 
si decomponga la ^ ^ nelle due B X, B Z la pri- 
ma orizzontale^ l'altra verticale. Intendendo ora ri- 
mossi gli appoggi, e poste in vece le loro forze 
A a, B X, B Z volte in senso contrario , queste 
fòrze dovranno equilibrare il peso della trave , cbe 
chiamo P. Poiché il sistema è tutto in un piano ^ 
avremo dall' art. 124 tre sole equazioni 
A a=. B X ; P =, B Z 
P.CT-hAa.CAzizBZ.CS 

P B T 
Quindi A a :z=, B X ^i^ * . — 

C A 

Adunque il fulcro B è premuto verticalmente 

da tutto il peso della trave; esso poi, ed il punto 

A sono spinti orizzontalmente in direzioni oj^ste, 

P B T 

con forza espressa da ' . 

Sia ABz=La, A Gz=:b, l'angolo BA C:=z(p. 

Sarà la spinta orizzontale — tan, ^. 

a 
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E se il centro di gravità cade odi meno ddki 
trave , la spinta riesce =: {. P tan. ip. 

GAP. XIX 

De' sistemi di forma variabile. 

i44- OuBixE condizioni die assicorano l'equili- 
brio ne' sistemi rìgidi non bastano ad assicosarlo ne* 
sistemi di forma variabile. In questi oltre il moto 
progressivo ed il rotatorio ponno aver luogo altri 
moti varj secondo la particolar forma e disposizione 
del sistema; il che richiede altre condizioni d'equi- 
librio dirette ad impedire tutti qne^ moti parziali de' 
quali ciascun punto è suscettibile. Il principio Ga« 
lileano deUe velocità virtuali si applica anche a' si« 
stemi di forma variabile, e somministra le equazioni 
(ìel loro equilibrio; ma la dimostrazione generale di 
questo principio, e la sua applicazione spesso diffi^ 
Cile ci trarrebber fuori de' limiti d' un' istituzione 
elementare. E altronde per gli usi pratici basta la 
considerazione di alcuni particolari sistemi , pe' quali 
le leggi d' equilibrio si deducono agevolmente dalla 
decomposizione delle forze. Ci limiteremo pertanto 
ai poligoni , gli angoli de' quali possono aprirsi o 
serrarsi per l' azione delle forze ad essi applicate : 
siano i lati flessibili o rigidi. Alla qual trattazione 
c'introdurrà la seguente Proposizione» 

145. Proposizione. Concorrano nel nodo j4 (Fig. 18) 
due (uni fisse co' loro capi ne' punti K, K' e tratte 
in j4 dalla forza P. Siano a , 0/ gli angoli che (a 
la direzione della forza P colle due funi, siccóme 
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i5i. Coroll, /. Queste formole ci mostrano Id- 
sieme i valori delle tensioni de* lati intermedj 
AB,BC, CD. 

Quanto alle tensioni de' lati ettremi sì dednoe 
dalle stesse analogie 

_ P sin. a' _ 5 sin. cf 

^~ sin. (« + «') ' "" lìn.7VHhVr 

Se i termini K , K! del poligono non fbsiera 
fissi , per mantenere 1' equilibrio si dovrebbono ap- 
plicarvi le forze Kt=,T,K é — V nella dirìttan 
de' lati estremi A K, D K!, 

i52. CorolL IL Se le forze P, Q, R, S applicate 
a' vertici del poligono agissero tutte sopra uno stesso 
punto, e ndlo stesso punto agissero ancora le fone 
K i, K / , che rappresentano le tensioni de' lati 
estremi del poligono^ tutte queste forze dovrebbono 
attorno quel punto equilibrarsi. 

In fatti risolvendo le foi'ze P, Q, R, S cowe 
poc' anzi abbiam fatto , ne provengono altrettante 
coppie di forze eguali tra loro ed opposte. 

i53. CorolL III. Preso nel poligono equi^bralo 
(:x)n punto qualunque , per esempio il punto C ,\k 
risultante di tutte le forze applicate al poligono dal 
suo principio K sino al punto C, h uguale alla 
tensione del lato. CD che termina nd punto C. 

In fatti la risultante delle forze K i y T ^ X] 
X' , Y ; Y' , Z per essere eguali ed opposte fia loro 
le forze K t, Ty X^ X' -, Y^Y' riducesi palesemente 
ad essere = Z , die è la tensione dd lato C D. 

154. Coroll. IP^, Se le direzioni delle poterne 
P , Q , R, S tagliano per metà gli angoli corri- 
spondenti dd poligono , tutto il ])oligono è teso 
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»m qodhMqKiUk 
dm» ^ éappm cbkdo AIT— gJb 
die «Mft €i colb ione da ^prib <è ap iiìmU . 

iSS. CoroU. P. Se il poiìgoB» è dòsso e Tep>- 
lare , le fime traenti «mo egoali ; rÌMcaiwi di ene 
sta aDa trawiioiie dd poUgono, c om e , sta il ktto del 
poìligano al raggio dd circolo cirooscritlo ; e la 
somma dì tutte sta alla tensione dd poligono; come 
sta il perimetro dd polìgono al saddetto raggio. 

i56. Scolio. ADe sopra dette condizioni d'eqofli» 
brìo si vacle aggiunger ^nest' altra , die le forse 
applicate a' veziici dd poligono traggano dall' in- 
dentro alTinfiiori , tendendo a distrarre ed allonta- 
nare tra loro ì vertici stessi: mentre si suppongono 
i lati dd pdigoBO formati di fili o dì conie, in- 
capaci benà d* aUongarsi , ma ben capaci d' incm^ 
Tarsi , aooostaiidosi tra loro le estremitìi de' lati. 

C3ie se i lati dd poligono fossero altrettanie 
spran^ie inflessiHli semplicemente appoggiate Vnmt 
contro l'altra seq^ gìnntare negli aengoli, si ndiìe- 
derdìbe per lo «sontrario , die le forze traessero dal- 
r infuori air indentro, sforzandosi di avricinare fra 
loro i vertici stessi. Poiché all' avvicinamento ripu- 
gna la rigidfifia de' lati , ma essa non vieta die i 
Tertici non possano allontanarsi soambievolmenle col 
dissepararsi. 

Se finalmenle i lati dd poligono saranno ver» 
(^ rìgide congiunte a cerniera n^li angoli, in 
guisa die fjH angoli possano beau aprirsi o serrarsi, 
ma i termini de* lati non possano mutar disianza , 
sarà indiflerente per Tequilibrìo in quel senso agi- 
scano le (orse. 
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Frattanto egli è manifesto che quelle condii 
che assicurano 1' equilibrio del poligono di lati 
sibili^ assicureranno anche quello del poligone 
lati rìgidi semplicemente addossati l'uno all'ali 
tanto solo che s'intenda rìvolta in contrario la d 
none di tutte le forze. 



GAP. XXL 



Del Poligono funicolare carico di pesi. 



1^5; JLROPOsizioNX* Posto che le potenze P, Q, 1 
applicate al poligono siano parallele, determinarf 
condizioni dell'equilibrio. 

Avremo allora sin. «' = sin. /3' ; = sin. fi' :=: sin 
sin. 9/ = sin. cT. Moltiplicando per queste le eq 
zioni ( 1 5o ) del poligono equilibrato , si ha per o 
dizione dell'equilibrio nel poligono tratto da fc 
parallele 



P sin. «r sin. a' 




Q sin. fi sin. fi' 


sin. («H-a') 


""^ 


sin. {fi -i- fi') 


ìR sin. y sin. y^ 
sin. (^-h>/) 


=^ 


S sin. eT sin. «T' 
sin.(cr-H«l^) 


in altra forma 






P 


= 


Q 


COt. a, -f. cot. «' 


cot. fi -1- cot. fif 


R 


= 


S 


' cot. y ^- cot. • 


cot. cT -H cot J' ' 



Adunque ciascheduna delle potenze P^ Q, R, 
è proporzionale alla, somma delle cotangenti de| 
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«gali y mg? qaali k na direnane dmik T «ifofe 

Upolisonon* 
iSS. CoFoU. /. In questo auo le diresioai ddir 

polme, e l'mteio poligono ^paccioao aecej— ria 
nenie ndlo stesso piano. 

Poidè nd piano nel quale sono ( i46) i due 
lati A K, A B t e \^ polensB A P , dorrà pare 
tro?arsi la nconda potenan BQ, die per ipotesi è 
parallda ad ^ P. E in questo piano cadrà emndio 
(\ffi) a terso lato B C; e quindi la lem polenia 
CR; e eoa sino all'ultimo. U piano sarà verticale» 
e il poligono è carico di pesi , come qui partico- 
larmente suppon^iiama 

iSg. Caroli. IL RìsoIto la tensione A"! della 
prima fune in due forze , V una A orizzontale « 
Taltra F' verticale. £ similmente risolvo la tensione 
Klé in due , A' orizzontale^ V^ vellicale: E per- 
die (i 52) tutte le forze die agiscono sul polìgono^ 
se s'intendono trasportate su qualunque punto dd 
sistema , deggiono equilibrarsi fra loro , è n^anìfesto 
die dovrà essere ^=^'; F-hV^^iP-hQ-hR-^^S. 

Sarà poi y«=yl^=rsm.»=(i5i)— r — 7 — , k 
^ ^ ' sin.(«i-f-a') 



cot « -4- cot mf ' 

160. CorolL IIL In generale i valori dello ten- 
sioni de' latì KA, AB, BC, CD, DK! espresse 
(i5o) per T, X, Y, Z, V si ricaveranno coma 
^ sopra si mostrò all'art. i5i. Risolvendo ciasche- 
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dima di queste tensióni in due forze , T una oris- 
Kontale, l'altra verticale, le orizzontali riusciranno 

T sin. ob , X sin. ^ , JK sin. y,Z sin. i, T sin. 9 , 
le quali espressioni col sostituirvi i valori di T, X ec. 

diventeranno ;-, ■ - ^ ec, e 

coti « -+-cot. oc cot fi -I- cot. fir 

però ( i57 ) tutte eguali fra loro, e ciascheduna = 7^. 

Quihdi la tensióne orizzontale è costante per 
tutto il poligono , ed uguale ad uno de' pesi , come 
P , diviso per la somma delle cotangenti de' rispet- 
tivi angoli tt; af, 

i6i. Coro Ili IV. LiC tensioni assolute poi ddle 
funi K A , AB ec sono per ordine 

A A A A A 

sin. a ' sin. fi ' sin. y ^ sin. S ' sin. eP 
Ogni fune è dunque tesa in ragione inversa del seno 
di sua obbliquità alla verticale. 

162. Coroll. V, Dna notabile proprietà di questo 
poligono è, che le direzioni de' lati estremi KA, E! D 
prolungate concorrono in qualche punto della ver- 
ticale condotta' pel centro comune di gravità de' pesi 

P> Q, R. s. 

Ciò potrebbe dimostrarsi col ^calcolo , ma più 
speditamente si dimostra riflettendo che questo si- 
stema si riduce a tre forze. L'una è la rìsultante o 
la somma de' pesi P, Q, R, S, e questa agisce per 
la veiiicale condotta pel centro di gravità. Le altre 
due sono le tensioni K t ^ E! i delle funi che met- 
ton capò a' punti fissi ^ e queste agiscono per le di- 
rezioni AK, DE!. Ora per l'equilibrio di tre 
forze è d' uopo che le loro direzioni concorrano in 
un punto. 
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i65. Scolio. L Se i lati del poligono non iono 
corde flessibili 9 ma spranghe o travi l'una contro 
l'altra appoggiate, dovranno (i56) le forze agire in 
senso contrario relativamente agli angoli del poli- 
gono. Quindi se il poligono è carico di pesi , con- 
verrà che esso sia posto al rovescio, così che l'an- 
golo che £ark ogni lato colla direzione dd peso , sia 
Ripplimento di quello che prima faceva. Ed invece 
di pendere da' sostegni K, K! dovrà essere sopra i 
medesimi elevato ed eretto. 

Del resto le condizioni e le proprietà dell'equi- 
lìbrio sono le stesse di prima, e colle stesse formole 
si determinano le tensioni de' lati , le quali in que- 
sto caso operano in senso opposto, e debbono piut- 
tosto chiamarsi pressioni o spinte. 

164. Scolio. II, Il poligono figido, olti'e esser ca- 
rico negli angoli, potrebbe esserlo ancoi^ in uno o 
piìi punti de' lati. Allora i pesi che gravano ciascun 
bto si dovi*anno risolvere in due ( 4o ) applicati alle 
estremità di quel lato. Per tal modo tutti i pesi che 
gravano il poligono si ponno sempre intendere ap- 
[dicati ai vertici del medesimo. 

GAP. XXI L 

Della Curva funiculare. 

i65. J^ROPOsizjONE L Trovare la curva d' equi- 
librio del filo flessibile A MB (Fig. ao) sollecitato 
io tutti i suoi punti da date forze. 

Sia AP:=>x,PM'=:y, AMz=.s,^ pren- 
dasi per elemento del filo l' archetto M mz:zd s , 
Tom, /. 5 
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clieM rìguartlei*à come costante. Siano P, Q ìe for- 
ze applicate al punto .1/ parallciainente alle x ed 
alle y ; e così le forze soUecitanti Y elemento Mm 
saranno (i53) Pds, Qds; e sia 7^ la tensione di 
quell'elemento o latercolo Mm, la quul tensione 
si esercita secondo la diitsione di quel laterciolo, o 
secondo la tangente Mt della curva. Riguardandosi 
la curva, come un poligono fiinicolai'e inCnitilatero, 
le tensione T dovrà essere ( 1 55 ) la risultante di 
tutte le foi*ze applicate alla curva dal punto A sino 
al punto M. Risolvasi la tensione T in due foi*zc, 
r una secondo le x , Y altra secondo le y ; sark k 

pruua -1 — , la seconda -z — . Adunque 

dovrà essere 

Tdx , Tdy_ . 

Dalle quali due equiizioni eliminando T cnicrgci*à la 
ricercata equazione del filo 

dyJPds — d xj Qds ^o, 
i66. Coroll. L Dalle stesse equazioni si ricaverà 
eziandio il valore della tensione T , mentre elevan- 
dole al quadrato la loro somma darà 

2^z=L(JPdsy^ (jQdsY 
Ricavasi ancora im' altra espressione della stcs^ 
sa T differenziando quelle due equazioni , e poi 
sommandole dopo averne moltiplicatii la prima 
per d X , \dL seconda per dy. Poiché avvertendo 
essere 

dx •-!- dy* 1= ds^ ; dxddx ^- dyddy = dsdds s: o 
ine avremo — - dT = Pdx -4- Qdy , 
»onde r= cost ~j\pdx -h Qdy) . 
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167. CoroU, IL Se il filo è fisio ad un diiodo 
nd termine A, è manifesto ( i53) die tra le forae 
applicate alla coirà da A ano in Af va (compresa 
exiandio la forza A / , -die si dovTd>be pmre in A 
per mantenere l'ecjailibrio quando il ponto A fosse 
libero: e che questa forza Aif h uguale e contraria 
alla rìsoltante di tutte quante le forse applicate al 
filo da A sino in B. Passerà dunque questa risul- 
taate pd punto di sospensione A , ed ivi toccherà 
la curva A MB, 

168. Coroll. III. n Problema non sarebbe guarì 
più difficile se le forze che incurvano il filo agis- 
sero in diversi piani. Sai'ebbe aUora 
^dT=,PdX'\'Qdy-{- Rdz; e la doppia 
curvatura dd filo sarebbe rappresentata con due 
(jualunque fi'a queste ti*e equazioni 

dyJPds — dxfQds = o 
dzfPds — dxjRds ^ o 
dzjQds — dyjRds z:; o 

169. CorolL lì^. La curva espressa dall'equazione 
dell'art. i65 sarà anche (i56) la curva d'equilibrio 
d'un Arco composto di latercoli rigidi addossati 
1' uno all' aitilo. Solo si ricliiede che le forze agiscano 
in senso contrario , cioè dall' infuori all' indentro. 

lyo, CorolL V. Sia un velo o un lenzuolo, flessi- 
bile attaccato alla periferia d'un cerchio del raggio 
CB^ ed in ogni punto deUa periferia che ha per 
raggio PMzz^y sollecitato dalle forze P , Q , Sì 
cei'ca la curva A MB dalla di cui rotazione attorno 
4 C sì genera la superficie equilibrata di esso velo. 
Considerando 1' equilibrio dell' ungliia tcnuissi- 
ina B A ù , si può prendere per elemento della 
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medesima il trapezio Mq. Essendo poi M mzizds^ 
eà Mp proporzionale ad y , questo trapezio potrà 
esprimei'si per hyds , essendo k un coefficiente co- 
stante. Quindi le foiTC animatrici dell' elemento M(\ 
MLTRnno Pkyds, ^Ayr/j ; e la tensione sarà T.Mp. 
e potrà esprimersi col prodotto Tky. Fatte queste 
mutazioni nelF equazioni dell' equilibrio, tix>veremo 

— dT= Pydx H- Qydy 
e r equazione della curva A M B riuscirà 

dyJPyds — dyjQydx = o. 
Se le forze P , Q sono rivolte all' indentro , 
r istessa curva A M B, produrrà colla sua rotazione 
una Testuggine , la quale essendo costrutta d' infi- 
nite faccette rigide , come M q , semplicemente ap- 
poggiate infra loro, cjucstc si sosteranno collo scam- 
bievol contrasta. 

i-^i. Scolio. Se il velo circonda tutta intera la 
periferia, di modo che segnandolo con un piano per- 
pendicolare air asse A C , la sezione sia un cerchio 
intero avente jKjr raggio r, allora potrà esservi equi- 
librio , ancorché sia dyJPy ds — dx \ Q y ds<^o. 
In fatti posto che il velo sia eijiiilibrato , e la 
curva AMB abbia per equazione 

dyJPyds — dxj Qyds:=zo, 
supponghiamo che all' elemento Jiq s' aggiunga una 
forza qualunque diretta secondo P .If , ed una forza 
eguale si applichi in giro a tutti gli altri clementi che 
insieme coli' 31 q compongono la zona circolai'e del 
raggio PM, È manifesto che l'equilibrio non si scom- 
porrà; mentre si suppone che le fibre del velo siano in- 
capaci di allungarsi per nissun verso, e quindi inca- 
pace di allargarsi la zona. L'effetto di questa forza 
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die s accresce alla zona Mq si riduce al produrre ' 
una tensione nel periraetro di essa zona, la qual 
taisione si misura come fu detto ali* art 1 55 , ma 
l'equilibrio tuttavia si mantiene. Adimque nell'equa^ 
ùaae dyJPyds — d x f Q y dszi:o si può ac- 
crescere quanto e come si vuole il valore di jQyds 
senza difetto dell' equilibrio. Potrà dunque essere 
dyjPyds — dxfQyds<::^o. 

Non così avverrebbe se si applicasse alla sona 
condotta per Mq una forza diretta secondo MP; 
poicbè nulla impedisce che la zona intera non si 
riduca in più stretto cercbio corrugandosi. Quindi 
non potrebbe mai essere dyjpyds — dxfQyds^o, 
Applicando un simile discorso alla Testuggine 
costrutta di faccette solide, incompressibili, e tutta 
chiusa d'intorno, si vedrà cbe con accrescere a tutti 
i punti di dascbeduna zona una forza , qualunque 
siasi , diretta secondo M P , non si disturba 1' equi- 
librio. Può dunque scemarsi a piacimento il valore di 
JQyds^ e può essere dyJPyds — dxfQyds^o. 
Ck>ncliiudiamo cbe pel velo intero equilibrato » 
l'equazione della cji'va A MB atta a produrlo, è 

dyfPyds — dxjQydsz^LOy oppure ^o. 
E per La testuggine intera è 

dyJPyds — dxjQydszizo , oppmT ^o. 
l'ji. Proposizione IL Trovare la cuiTa d' equili- 
brio d' un filo sollecitato da forze normali al filo 
stesso. 

Questo Problema è un caso pai'ticolare del pre* 
cedente. Sia N ds la forza normale alla curva » 
Ac spinge V elemento d s. Risolvendola nelle due 
Pds, Qds parallele alle x fA y , avremo (35) 
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Pdsz^ Ndy, Qds :iz: — Ndx, Sarà pertanto Y e- 
quazìone della nostra cui*va (i65) 

dyJNdy — dxjN dx = o. 

1^3. CoTx>lL /. E sarà (i66) —dT=Pdx-\-Qdy=o, 
onde T'=cost. Adunque un filo incurvato da foi^ze 
noimali è tutto teso ugualmente. 

I ^4- Caroli. IL Dicasi (p 1' angolo r M m che fa 
r elemento della curva d s colle x. Sarà d x :zii 
ds COS. f , dyzzuds sin. ^. Ora noi abbiamo ( i65) 

Inequazione — -^ — z^JPds; o sia — Tcos.^z^jNdy\ 

e differenziando Ndy = J'i^Z <p sin. (5 = ^ — — ; 

onde risulta in ultimo 1' equazione semplicissima 

Nds = Td(p. 

1^5. Caroli, III. Dicasi /? il raggio osculatore 

ds 
della curva nel punto M. Sarà /? = -r— . Quindi 

l'equazione (lyS) ci dà iVrz: — . Onde questa 

bellissima propiìetà si raccoglie , che la potenza 
applicata alla curva è da per lutto recipn>caniente 
proporzionale al raggio di curvatui'a, e viceversa. 

1-^6. Corali, IV, Se una fune circondotta ad una 
curva resistente è tirata nelle sue estremità da due 
forze 5 nello stato d' equilibrio le due forze debbon 
essere uguali ; la fune è tutta tesa ugualmente ; e 
la pressione che essa fa sopra ciaschedun punto della 
curva è inversamente proporzionale al raggio di cur- 
vatura. 

Imperocché la pressione della corda sulla curva 
abbracciata è da per tutto (loo) perpendicolare alla 
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nirva stessa. Ora l'equilibrio sussisterà se fingasi 
die tdta di sotto la curva si applichino a tutti i 
paoti della corda delle forze uguali e contrarie alle 
pressioni die la corda faceva sui punti contigui della 
corra sottoposta. Siamo dunque nd caso d' una 
corda arcuata da forze alla stessa corda normali » 
onde ce 

GAP. xxin. 

Della Catenaria. 

17^. ABOPOSiziosE I. Trovare la curvatura ddla 
corda o catena pesante KAE! (Fig. ai) sospesa a 
due punti fissi K, K! 

Quello pure non è die un caso particolare dd 
precedente Problema (i65). Per giungere alla più 
semplice equazione della curva prendasi per origine 
(ielle ascisse il punto infimo A ddla catena, e perisse 
la verticale AB^ ponendo ^P=x,PJ/=j^,y^il/=y. 
Sussisterà 1* equilibrio della catena se intendasi reciso 
e tolto via tutto F arco A K! , purché nd punto A 
s'applichi una forza Ai eguale alla tensione oriz- 
zontale ddla curva, la qual tensione sappiamo (160) 
esser costante, ed abbiamo espressa per A. Ora se 
dicaà n il peso dell' arco A M, sarà J Pds^ — £f, 
JQds=:. — A. Quindi (i65) l'equazione della curva 
sarà — Tìdy-i-Adx^Oj o sia Tldy:=.Adx. 

177. CoroU, L Se il punto infimo A fosse carifX) 
d'un peso particolare V, sarebliC y]Prf/=s — XI — /^ 
e r equazione ddla catena sarebbe 

n dy -\' F dy=. A dx 
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1^9. CorolL IL La tensione in ciascun punto M 
sarà (166) r= 1/ (n*-4-^»); onde va sèmpre 
crescendo da A sino in K. 

180. CorolL HI. Se il peso della catena è uni- 
forme , sarà n proporzionale all' arco ^ ^ e potrà 
farsi zzzk s, essendo k un fattor costante. Quindi sarà 
r equazione della catenaria omogenea ksdynz^AdXy 
in luog^o della quale può scriversi puramente sdyz^Adx, 
ritenendo che la costante A denoti la tensione oriz- 
zontale della catena divisa pel fattore k, 

181 . CorolL IV. Per ridurre quest'equazione a termini 

finiti si osservi clie essendo ds'=.dy \/ {--j — i + i ) 

$e pongbiamo per -^ — il suo valore ~, avremo tra 

y tA s V equazione 

, A d s 

^ — y (A^+s*) 
la (}uale integrata sì che y z=:o dia s zzz o , fa 

y = A log. L_ij : 

Indi avremo tra x ed s V equazione 

, s d s 

la quale integrata sì che x ^o dia j = o , fa 
A -{-xz=z ]/ {A* + s'); onde sz=z [^ (2 A x -^ x^) 
Quindi in fine 1' equazione tra x ed y 

yz=,A log. 5L-^ ' 

182. CorolL V. E dunque la catenaria omogenea 
rettificabile , essendo T arco s medio proporzionale 
fra .r , e 2 A -h x. 
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i85. Caroli. VL Volendosi descrìvere per punti 
la catenaria, fa d'uopo sia nota la positura de' ter- 
mini Ky E! e la lunghezza della catena K A K, 
Siano dunque KQz^a, QK'=;b, KAKf:=,l 
quantità date; e KBzzLm, BA^zn, KMA^^h 
quantità da determinarsi. Nelle equazioni 

t=zy (2AX'i-x');yz=zA log. ^ 

conviene che posto x:=:ny riesca y=zm, s=zh; e 
posto X z^n — b , riesca ^ = a — m , s = / — A. 
Quindi quattro equazioni per le quali determinere- 
mo le quantità m, n, h, A. 

Fissata così la positura dell' asse A By e deter- 
minata la costante A , tutti i punti della catenaria 
si detei*mineranno mediante 1' equezlone tra x ed ^. 
184. CorolL VII, Facilissima è poi la descrizione 
meccanica della catenaria omogenea, segnando in un 
piano verticale 1' orma d' una catenella uniforme at- 
taccata a due punti fìssi. Quando la saetta è assai 
piccola, l'andamento di questa curva s'accosta molto 
a quello della cicloide, oppure a quello della para- 
bola. In fatti r arco- s si confonde allora coli' ordi- 
nata ^ ; e r equazione s dy ziz A d x si può scam- 
biare colla s d s z^ A d X che appartiene alla ci- 
cloide , oppure colla y dy •:=, A d x , che appartiene 
alla parabola. 

A torto si va ripetendo avere equivocato il Ga* 
lileo confondendo la catenaria colla parabola; egli 
Ila solamente avvisata (^) la somiglianza che passa 
tra queste due curve. 

(*) V. Galileo, Opere, Padova 1744* Tom. lilj pag. 169. 
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i85. Coroll. Vili. Si può determinai'e a un di 
presso con una regola feicilissima V altezza del ven- 
tre, o sacca che farà nel mezzo una corda attaccata 
a due punti egualmente alti sopra V orizzonte , e 
tesa da un peso molto grave in paragone del [peso 
di essa corda. Sia L la lunghezza della corda, p il 
di lei peso , e P il peso tendente ; sarà prossima- 
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mente ^ = — Z» , ed — z:; -— . Ora Y equazione» 

approssimativa (i84) ^ ds = A d x darà la saetta 

_ £_ _pL 
'^ — 2^— 8P* 

i86. Proposizione IL Dalla circonferenza d* un 
cerchio orizzontale descritto col raggio 5 jK" penda 
un velo carico di pesi uniformemente compartiti in 
ogni sua sezione orizzontale. Si cerca la curva AMK 
che colla sua . rivoluzione intoiTio 1' asse A B genera 
la superficie del velo. 

L' unghia sottilissima K A k può considerarsi 
come una catenaria fissa ne' termini jK^ A: ed -^. 
Prendasi per demento di quest'ungliia il trapezio Mq* 
E perchè la di lui base Mp è proporzionale ad y , 
il peso del trapezio Mq potrà esprimersi per ydn, 
onde il peso dell' unghia parziale MAp sarà fydn. 
Se dunque nell'equazione della catenaria lineare (177) 
in luogo di n surrogherò JydUy avrò la cei*cata 
equazione deQa curva AMK, che sarà 

dyjy dn zzi: A dx. 

187. Coroll, I, Se il punto infimo A fosse aggra- 
vato d' un peso particolare V , sarebbe 1* equa- 
zione 

dyjydu 4- f'^dy:^Adx . 



188. CòrolL IL Se il peso è uniformemente dif- 
fuso per tatta la superficie del velo , sarà dll prò- 
pornonale 9l d s , e à avrà k à y jy d s z^ A d x y 
più semplicemente (180) dyfyds^yidx. 

189. Scolio. L Arrovesciando la Fig. ai, cosicché 
r angolo die (a ogni elemento della curva colla di- 
redone òek peso sia supplimento di quello che pri- 
ma feceva^ è manifèsto (i65) 

Che la curva d' equilibrio d' una volta compo- 
sta di latei-coli rigidi pesanti o carichi ^ ed appog* 
giati r un contro 1' altro ^ è una catenaria , e 
chiamando n il peso dell' Ai*co , ha per equazione 
ndy = A dx . 

£ che la superfìcie d^ equilìbrio d' una Cupola 
composta di zone minime circolari pesanti o cari- 
cate , nasce dalla rotazione d' una cwvwl , la quale « 
chiamando y d n il peso della zona dementare y ha 
per equazione dyfydn z^ Adx. 

190. Scolio IL Conforme a ciò che si disse al- 
l'art, l'ji conviene per ultimo avvertire che se il 
velo abbraccia l' intera circonfei*enza del cerchio, ed 
è tessuto di fibre incapaci d' allungarsi per nissim 
verso, potrà essere ancora d y Jy d lì <^A d x , £ 
per lo contrario , se la Cupola . è intera potrà essere 
àyjy dn^ A dx . 

Quindi V equazione , o piuttosto la condizion • 
generale delle curve , che .rotando attorno un asse 
verticale ponno produrre la superficie equilibnitu 
d' un velo pesante , è 

dyfydllz^Adx, oppure <^Adx, 
f" la condizion generale delle curve, die }K)nno pi'cj- 
(lurre la superficie d' una Cupola equilibrata , è 
dyjy dn z=: A dx , oppure ^ Adx . 
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GAP. XXIV. 

Della Curva Elastica. 

191. UE una verga o una lastra rettilinea AL 
( Fig. 22 ) in arcata A B fa. forza per rimettersi 
da se nella primiera situazione diritta, dicesi quella 
verga Elastica ed Elasticità la forza che tende a 
raddrizzarla. 

Agendo questa forza sopi'a ciaschedun archetto 
M m della lastra incurvata, tende a far girata quel- 
r archetto attorno il suo termine M per portarlo in 
dirittura dell' archetto o latercolo vicino fa M, Quindi 
essa opera con un certo momento di rotazione ri- 
spetto al punto M y o piuttosto rispetto a un asse 
perpendicolare al piano sul quale giace la lasti^, e 
condotto pel punto M, Intorno al valore di questa 
momento assumeremo per ora la seguente 

192. Ipotesi, n momento dell' elasticità per ciascun 
punto M della lastra incuiTata è inversamente pro- 
porzionale al raggio osculatore della curva nel pun- 
to M. 

Di^si R questo raggio. Si esprimerà il mo- 

E 
mento dell' elasticità colla formola — , essendo E 

una quantità, che sarà costante per una stessa la- 
stra , quand' ella sia omogenea , e d' uniforme gros- 
sezza ; ma che potrà esser diversa per diverse lastre. 

193. Proposizione /. Trovai^ la curva d' equili- 
brio d' una lastra elastica omogenea, scdlecitata in 
ogni suo punto da date forze. 
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Siccome 1* archetto Mm in virtii dell'elasticità 

tende a girare attorno il punto J/, ed è il momento 

E 
di questa forza -^^ cosi per Y equilìbrio della oar\*a 

ù ncliiede die la risidtante di tutte le forze ad essa 
a(^licate dal punto .:/ sino al punto M pixKlnca 
non solam^ite la tensione T secondo lu tangente .1/^, 
ma ben anclie una forza normale N, la quale tenda 
a far girare -lo stesso archetto attorno M in senso 
contrario , e con eguale . momento. Sia dimque A* «» 
9 momento di questa forza , onde sia (w la di- 
stanza della sua dii-ezione dal pimto 3f, Dovr^ essere 

iVc0 = -^. E perchè passando dal punto M al 

punto prossimo m , il momento dell' elasticitìV di- 

venta -5 4- ^ • -5- ^ e il momento della fona N 

diventa N (tt+ds), dovrà pur essei-e per il punto m, 

E E E 

N ( *».-h ds ) =:-^ -f- rZ . ~ ; ondo N d .r = rZ . -jr. 

K li Ji 

Ora conservando le denominazioni deli' art. i65 
la risultante di tutte le forze applicate alla lastni 
da y/ in M, riducesi a due forze fPds , fQds 
parallele rispettivamente alle x , cà alle y, A que- 
ste forze sostituendo altre due , Y una T secondo hi 
tangente, 1' altra TV secondo la normale, nasce (34) 

dxJPds-\.dyfQds dyfPds — dxjQds 

d s a s 

La prima formola ci dà la tensione della la- 
stra in M. La seconda ci dà la forza normale N , 

che sostituita nell'equazione Ndszi:d,^ ci diirà 
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per equazione della curva A M B 

E 

dy f P ds •— dx f Qds^z d . — . 

194. Scolio, Se la lastra non fosse omogenea, o 
se il momento dell' elasticità non si volesse supporre 
inversamente propomonale al raggio di curvatura , 

K 
allora invece d' esprimere detto momento per -_ , 

lo denoteremo semplicemente per E, intendendo 
con E non più una costante, ma bensì una varia- 
bile cbe sai'à funzione di s. Ed invece dell' equa- 
zione (igo) avremo quest' altra 

dyJPds — d xjQds:=zdE. 

195. Proposizione, IL Trovare la figura della la- 
stra elastica orizzontale AL fissa nel termine A , e 
piegata in A MB dalla forza BS applicata all' altro 
termine B, 

Essendo la lastra fissa in A, converrà ( 16^ ) 
intendere applicata al punto A quella forza cbe sa- 
rebbe capace di mantener 1' equilibrio se il punto A 
si rendesse libero. Se la direzione della BS passasse 
per A, la forza da applicarsi in A sarebbe eguale 
e conti*aria alla B S, Ma se no , bisognerà cbe la 
lastra sia fissa non già nel solo punto esti^mo A , 
ma nell'esti'cmo latercolo A a, o ne' due punti A, a. 
Ed allora risolvendo la ^iS* in due forze ah, AH 
a lei parallele , ed applicate a' punti a, A saranno 
ah, A H le forze capaci di mantenere 1' equilibrìo , 
rendendosi libero il sistema. Ma (5^) ah — AHz^^BS, 
Dunque la forza cbe si dovrà iutendei^ applicata al 
latercolo A a, sarà eguale e parallela alla BS , ma 
in senso contrario rivolta. 
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Ciò posto risolvasi la ^ ^9 in due forze , l' una 
— F orizzontale , V altra G verticale. Agiranno nel- 
r origine A a della curva le due forze , T una F 
orizzontale, l'altra — G verticale. E salii Jpilszzz — G, 
J Q d s'zzlF , e r equsuùone della curva A M B 
sarìi (195) 

d,^z=:—Fdx—Gdy', onde •^ = C—Fx—Gx. 

196. Coroll, L Per determinare la costante C si 
avverta che nell' ultimo latercolo e B V inflessione 
deve esser nulla , giacché la forza B S immediata- 
mente ad esso applicata non lia che un momento 
infinitesimo per farlo gii*are intomo al punto e. 
Dunque chiamando A C:=:a, C B :=z b , bisognerà 

E 

che quando è xziza ed yz^b y sia-^=o. Deter- 
minata da ciò la costante , sarà 1' equazione 

19^. Coroll. IL Se la lastra è piegata in forza d'un 

E 

peso G pendente dall'estremità B, sarà — =G(& — y); 

onde il raggio di curvatura in ciascun punto M 
della lastra è inversamente propomonale alla di« 
stanza orizzontale di esso punto dal termine B. 

198. Coro'L III, Prendendosi per costante l'ele- 
mento ds, abbiamo R'zz. ^ ; onde l'equazione 

tra le coordinate della curva è 

E ddx = G{b—y) dsdy 
non integrabile in termini finiti. 

Mu se r inflessione della lastra sarà piccolissima, 
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potremo fare ds :iz dy ; ed allora potendosi aver 
per costante ancbe F elemento dy, avremo 

Ed.^=G(b-y)dy 

d OC 
ed integrando così che j^ = o renda -j— ^ o , viene 

Edx ^ n M 

^—,= Gbr-^Gy' 

ed integrando di nuovo 

bEx=:5Gby^—Gx^ 
equazione alla parabola cubica. 

igg. Proposizione IIL Trovare la figura della la- 
stra elastica ^4 B (Fig. 25) piantata verticalmente, 
ed inflessa pel carico d' un peso G postovi in cima. 
Qui è manifesto che fatto AP=^x, P M^=ijr , 
A M:=.s sarà J P d s •=, G , f Q d s z=z o ^ onde 

E E 

l'equazione (193)"^.-=:=: G^j^, ed integrando — =.G/. 

Né occorre aggiunger costante, perchè nel punto À 

E 
dove y^zo, dev' essere -= = o pel motivo ' poc' anzi 

R 

detto (196). Sarà dunque in ciascun punto M della 
lastra inarcata il raggio osculatore inversamente pro- 
porzionale al ventre P M. 

300. Coroll. L Facendosi ds costante , abbiamo 

d s d oc 
71= , , ■ , onde 1' equazione tra le coordinate 

della cuiT^a sarà E d dy = — Gy d s d x. 

Se r inflessione è piccolissima , potremo assu- 
mere r elemento dxz=.ds e costante, e V equazione 
diverrà 



"^ dx' 



BBU/lQOlLlSUO. Si 

Sìa RSzizfi. votive nMwanio ddla coiva, onde la 
tangente in «f sia vertioale. Moltiplicaiido V ecpia- 
siane per 2 dy^ ed mt^randola in modo cbe y^=^f 

renda j^=:o, avremo —-7-^= G(/^ — y)^ o sia 

Jx= 1/ ^- 1^ i /*'— y' ) ' ^ integrando da capo 

x=L 1/ -p- Are. àn.^; ovvero y^fàxk, jc 1/ — . 
aoi. CorolL IL Pósto xz=:A B^a^ dee tornare 
/ =: o. Sarà dunque y sin. a 1/ — :=o; onde 

al/ — = Are. sm. = »; e G :^ — j-. Questo 

è dunque il valore che dovrà avere il peso G , 

affinchè possa produrre ueUa lasti^ un' inflessione 

piccolissiina. 

E n^ 
Se sarà G^ , non potrà soddisfarsi al- 

r equazione y sin. a 1/ — !:= o , se non col fare 

/=: o. Quindi verrebbe y :=:o ^ il clie vuol dire 
die la lastra non si pi^herà né punto né poco. 

Se poi sarà G ^ — ^ — , V equaaione 

/sin. a 1/ — = o ci condurrebbe tuttavia alla 

desima conseguenza^ e mostrerebbe che la lastra non 
può piegarsi. Ma una tal conseguenza non può per 
niun modo ammettersi in questo caso , essendo 
evidente cbe la lastra una volta incurvata , per 
r aggiunta di nuovo caiìco non può che iuciii*varsi 
Tom, L 6 



me- 



82 dell'equilibrio. 

wie più. Quindi oonyien ,dire piuttosto , che allora 
Y inflessione non essendo più piccolissima , l' ecpia* 

^ione y =/ sin. x 1/ ^ non è piti atte a rappre» 

sentore la figura dell'arco della lastra. 

E ir* 

203. Corali, JIl, Posto G ss — — . V ordinata 

y =5;/ risponde all' ascissa j; = - «; dal che si 

vede che il ventre massimo R S cade nella metà 
dell' altezza. 



LIBRO SECONDO 

DEL MOTO. 



SEZIONE PRIMA 

DBL MOTO d'un PONTO. 

GAP. I. 

Del moto equabile ^ e del moto vario. 

2o5. -L\ £L moto equabile la velocità si mantien 
costante , nel moto vano dia va crescendo o sce- 
mando: e nel primo caso il moto dicesi accelerato, 
nel secondo ritardato. Nasce il moto equabile da 
una forza che dopo d' aver comunicata al mobile 
una determinata velocità lo abbandona , conser- 
vando esso per l' inerzia ( ^ ) la velocità impressa. 
Nasce il moto vario da una forza che agendo con- 
tinuamente sul mobile va ad ogni istante accre- 
scendogli o togliendogli velocità. Una tal forza di-^ 
cesi acceleratrice o ritardatrice , e si misura ad 
ogni istante dal rapporto di quel minimo grado di 
velocità che essa aggiunge o leva al mobile , a 
quel minimo tempo nel quale glielo aggiunge^ o 
glielo leva. 

304. E se questo rapporto è costante , cosicché 
in eguali tempetti si accrescano o si tolgano al 
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mobile eguali gradi di velocità, la forza accelera» 
irke o ritardatrìce è costante , e il moto che ne 
deriva diccsi equabilmente accelera fo o ritardato. 
Da tutto ciò agevolmente si traggono le Proposi- 
xioni seguenti. 

ao5. Proposizione I. Nel moto equabile la velo- 
cità essendo costante y gli spazj percorsi sono pro- 
porzionali ai tempi ne' quali si percorrono. 

ao6. Proposizione IL Nel moto vario cliiamando 
^ la forza acceleratiìce , u la velocità y s lo spazio, 
I il tempo , la relazione fra queste quantità è de- 
terminata dalle due equazioni 

d s ^ dii 

dt ^ dt 
!20^. Coroll. 1. Da queste due equazioni elimi- 
nando prima / , poscia u , traggonsi quest* altre due 

^ ^ di 

le quali però essendo contenute nelle due prime, 
non arrecano veruna nuova determinazione. 

208. Coroll. II, Avendosi pertanto due equazioni 
fra le quattro indeterminate <p , u , s y t \ date due 
qualunque fra queste, si conosceranno le altre due; 
e data una sola, si conoscerà la relazione che pasta 
fra due qualunque delle altre. 

209. Coroll. ITI. Le equazioni precedenti si rife- 
riscono immediatamente al moto accelerato; si adat- 
tano al moto ritardato , facendo Ia du negativa. 
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GAP. IT. 



Del moto equabilmente accelerato 
o ritardato. 



aio. jTitopQaiBioNK L Nel moto equabilmente ac- 
celerato , partendo il mobile dalla quiete , ed es- 
sendo animato da una forza acceleratrice costante g^ 
si hanno l'equazioni seguenti 

tt' gt' 

u:=zgt', J= — 5 J=a- 

l'ultima delle quali è contenuta nelle due prime. 

Poiché r equazione ^ d tz=.d u , fatto ^ =: g , 
integrata dà uz^ g t \ poscia 1' aitila equazione 
<p d s ^u d u dà similmente a g ^ = u* ; e final- 
mente dalle due prime eliminando u s' ottiene la 
terza. Né occorre nelle integrazioni aggiunger co- 
stante , poiché u , s ^ t svaniscono contemporanea^ 
mente giusta l' ipotesi. 

aii. Coro IL L Le velocità crescono dunque come 
i tempi ; e gli spazj come i quadrati de' tempi , o 
delle velocità. , 

212. CorolL IL Gli spazj descrìtti in eguali e 
successivi intervalli di tempo, cominciando dal prin- 
cipio del moto , seguono la ragione de' numeri dis- 
pari I , 3 , 5 , ^ ec. 

21 5. CorolL IIL Se il mobile ha percorso nel 
tempo / lo spazio s con moto equabilmente accele- 
ititOy ed acquistata la velocità u; ed indi per egunl 
tempo t prosegua a moversi con moto equabile y e 
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colla velocità acquistata u, esso descrìverà lo spazio 
doppio 2^. 

21 4* Corali , IV. La misura della forza accelera- 
trìce costante g 5Ì ottiene quando si conosca lo spa- 
zio clie il mobile ha descrìtto in un dato tempo /: 

poiché si ha g* =r — . 

21 5. Corali, V. Vagliono l'equazioni anzidette, 
se il mobile partì dalla quiete , siccome s' è avver- 
tito ; ma se esso aveva una velocità impressa e , 
convien tenerne conto nel determinar le costanti da 
aggiungere agl'integrali di ^dt^du,eòì(pds^rzudu; 
con che si avranno in iscambio delle prìme le tre 
equazioni che seguono 

u^=:c-hgty -ff^ ; J = c/-f-2 — . 

2g 2 

21 6. Proposizione IL Nel moto equabilmente ri- 
tardato , essendo e la velocità im'ziale del mobile in 
direzione contraria a quella della forza acceleratricej 
vagliono l'equazioni 

e' — M* gt* 

w = c — ff^; s^ ; ^ = e ^ — ^2 — 

le quali si ottengono speditamente dall' int^prazione 
delle equazioni generali (209) 

p d t:^z — d u ; ^dsz=:^-^udu, 
21^. Caroli. L La durata di questo moto, e lo 
spazio scorso sino all' estinzione della velocità im- 
pressa e y si esprimono come segue 

e e" 

218. Caroli. IL Or questo tempo, e questo spazio 
sono appunto quegli stessi , ne' «piali il mobile par- 
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tendo dalla quiete con moto equabilmente accelerato 
acquista la velocità e. Laonde se dopo ipetita 1^ ve- 
locità impressa 5 la forza accderatrice prosegue ad 
agire , il mcdsile rìcaldierà la rtessa tlticcia ^ e tor-* 
nera in tempo eguale al punto onde parti , dove 
giunto avrà ricdvrato in senso opposto là velocità 
iniziale e* • i ' • • 

Caroli, Iti* : Nel idoto équabilniente ritardato le 
velocità sonò oome i tempi che restano nno alla 
eenazione del moto ; \ gli s^j che lontano a dcs* 
scrìvere sino alla '-cessazione del nioto ahno come ! 
«piadrati de* temjpi j o àéSiid velocità. 

CAP. IH; 

i 

Del maio verticale de* p'avL • 

aio. PttOPoatBtont, Il moto de* gravi nella d^ 
scesa verticale lìbera à moto equabilmente accelera- 
to, e nella salita equabilmente ritardarto. 

Ciò S palese dall^^ssere la gravità (58) una 
forza costante e continuamente applicata in direzione 
verticale. 

221. Corali. I, Sì disse prfrc che un grave scen- 
dendo liberamente dalla quiete percorre in i" lo 
spazio di piedi 1 5,098 di Parigi, o sia di metri 
499044* Quindi prendendo 1'' per unità de* tempi , 
ed il metro per unità degli spazj , avremo per 
l'espressione di questa forZà accderatrìòe (214) 
^ = 9,8088. 
aaa. CorolL IL Volendosi pertanto la velocità 
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acquistata , o lo spazio descritto dal grave cadente 
per un dato tempo i , o vicev.ersa , serviranno b 
Ibrmole 

u=zQi8o8S t ; r = 0,1019» 

s = 49044 ^5 ^ = o,45i5 y s. 

aa5. Caroli: III. Che se vogliasi la velocità ac- 
quistata dal grave scendente per una data alteseza j, 
o sia , come soglion chiamarla ; la vdocità dovuta 
aU' c^^tezzà s \ o se viceversa data la vdodtà si 
chiegga Y altezza ^ a lei dovuta , eceone le :fbrmole 

u = 44^9^ |/ ^ ' ^ =^ o,o5io u^. 
324- CorolL IV* Un grave lanciato in alto con 
velocità e salirà nel tempo 0,1019 e all' altezza 
o,o5io e*. Di lì comincerà a scendere^ ed in altret- 
tanto tempo quanto fu quello della salita tornerà 
al punto onde fìi lanciato, avendo ricovrata la ve- 
velocità di projezione r. 

225. Scolio, In questo Capo e ne' seguenti consi- 
deriamo il corpo come se fosse un atomo o punto 
materiale, prescindendo affiitto dalla massa e dalla 
figura. Vedremo infatti a suo luogo che queste af- 
fezioni non cangiano il moto libero prodotto dalla 
gravità. 

GAP. IV. 

Moto verticale de' gravi ne* mezzi 
resistenti, 

226. Ipotesi. La resistenza dell'aria , e d' ogni 
altix) mezzo fluido in pari circostanze è proporzio- 
nale al quadrato della velocità del corpo che in 
esso si move. 
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Questa forza, rìtardatrìoe può dunque espriinerai 
per u* moltiplicato per uh coefEciente costante , cbe 
per comodità ddl calcolo faremo g k^, oilde sia' la 
forza ritardatrioe g k* u*. Questo coefficiente poi di- 
pende dalla €gura del corpo , e dal rapporto del 
suo peso specifico a quello del fluido , oiide il va- 
lore di Ai è lo- stesso per uno stesso corpo , e per 
uno stesso fluido y ma cangia ne' diversi corpi , e 
ne* mezzi diversi , secondo le leggi che nell'Idrau- 
lica s' ins^nano. 

327. Proposizione. L Scendendo un grave dalla 
quiete attraverso un mezzo resistente , cercasi la re- 
lazione fra lo spazio y il tempo e la velocità. 

Qui la forza acceleratrice h g -^ g k* u\ Fatto 
dunque (p^g ( i r^ k* u*) l'equazione f d /= i£ u, 
e ^ ds :zz.u d u divengono 

, du ; . u d u 

S' integrino queste due equazioni , determinando 
H dovere le costanti per la condizione che quando 
/ =:: o , si ha insieme ^ =: o , u = o. E si otter- 
ranno le due equazioni 

%8kt 
I e ° — I 
M rz - . 

k %ekt 



— 7^'^""^' i — k^ u* 



onde eliminando u , avremo la tei^za 

a^. CorolL La velocità del grave cadente non 
può mai oltrepassare y e né anche aggiugnere il 
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limite tt=:-^. S'avvicina però nioltissiino a questo 

A , 

limite j ed il moto si rende sensibilmente uniforme 
dopo un certo tempo tanto più breve quanto è mag' 
giore il coefficiente k della resistenza. 

229. Propotizipne IL Salendo un grave vertical- 
mente attraverso un mezzo resistente, ed. essendo e 
la velocità di projezione^ si cerca la rdeudone tra 

Ip spazio , il tempo e la velocità. 

Qui la forza ritardatrice è g -f- jf A:^ w* : onde 
fatto p ZZI g (i + A* u*) l'equazione f d i:i^-^du, 
^di'^zi-^udu divengono 

- — d u - "-^ u du 

E qui pure integrando, e determinando le co- 
stanti come viene affinchè ^=0 dia 9=0, u:^.c 
sì troverà 

I k C'— tang. gk t 

V i ;^k e tang. gk t 

i ' I -f- ** e" 

s zr: r- . log. vs — s 

2gA» ^ 1 4-r w* 

ed eliminando u , 

1^= — 77 log' (cos.gAf-f- Acsin.g'A:^). 

g Al' 

23o. Coroll. La durata di questo moto , e l'al- 
tezza della salita si ottengono , ponendo nelle pre- 
cedenti equazioni u =: o ; onde si La 

/ := — r Are. tang. A e ; * = r- log. ( i -4- A:* e* ). 

gk ^ ^gk* ^ ^ ■ ' 



u 
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GAP. V. . 

Del metodo curvilineo. 

25 !• JLBOPoatEioNx, Determinare il moto d* un 
ponto sollecitato da piti forze. 

Sia riferita la situazione del puirto mobile a tre 
coordinate x,y,z^ e le forze sollecitanti si ridu- 
cano a tre P , Qy R parallele a queste coordinate. 
Essendo ds Y archetto della curva che il punto de* 
sciverà nell' istante d t y sarà la di lui vdòcità 

M= ^ . E perchè ^ ^ è diagonale £ un parallele- 

ppedo che ha per. lati d x , dy , dz non può il 
punto mobile percorrere nell'istante d t l'archetto ds 
senza che insieme percorra parallelamente alle ordi- 
nate X ^y y z gli spazietti d x, dy , dz\ per lo 

che in vece della velocità *-j- può concepirsi mosso 

colle tre velocità -r— » -r- > -r- parallele alle ordi- 

dtdtdt^ 

* . ds 

nate x^y^z. Quindi l'equazione (ao^) fd t^:d. -r- 

si risolverà in queste tre 

Pdt=^d.^l Q de:=:d.'4''9 Rdt^s^d.-^ . 
dt ^ dt dt 

aSa. CorolL L Queste equazioni comprendono 

la piena determinazione del moto . Imperocché 

I,® integrandole , avremo le tre velocità parziali 

-7- , — 21 j _ dalla composizione delle quali risulta 
la velocità assoluta del mobile ; 
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2.** Integrando di nuovo , avremo le ordinate 
X ^ y ^ z espresse .per t , e così sapremo il luogo 
del mobile ad ogni istante ; 

5.^ Eliminando t , rimarranno due equazioni 
tiTi X i y i z ; che saranno quelle della trajettona, 
o sia della curva descritta dal mobile. 

255. Coroll. II, Se le coordinate si prendono or- 
togonali , trovaci u duzzzP d x -4- Q dy -i- Rdz, 

In fatti assumendo per costante l'elemento dt, 
sono le equazioni del moto (25 1) 

p ddx ddy ddz 

Sì moltiplichino rispettivatnente per dx y dy ,dz 

e si sommino; verrà 

„ , ^ , r» 1 dxddx-^-dyddr-hdzddz 
Pdx + Qdy 4- Rdz = de " 

Ma posto che le coordinate siano ortogonali , sarà 

dx*^+ dy* -V- dz* = <i^% 
onde dx ddx -{-dyddy '{-dzddzizizdsdds. 

Quindi 

_ , _ - _ - dsdds . ds _ ds • 

Pdx -4- Ody 4- Rdz = -TT- = -r «i . '^:=:udu. 
^ "^ de dt dt 

254. Coroll. Ili Se le forze che sollecitano il 
pùnto mobile sono tutte in un piano , basteranno 
due coordinate x , v ; la trajettoria giacerà tatta 
in quel piano , e la di lei equazione si avrà me- 
diante l' eliminazione di t tra le due equazioni 

Pdt:=zd.-j-, Qdt^d.-^^. 
dt ^ dt 
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GAP. VI. 



D^ gravi projeiii. 



a35. l ROPOsisioNx, Sia un grave lanciato oM)lt<- 
quamente alla verticale con velocità dovuta aU^ al- 
l'altezza H, Plaudendo le ascisse x nella verticale con- 
dotta nel punto di partenza, e le ordinate y paral- 
lele alla lìnea di projèzione, l'equazione della curva 
descritta dal projetto h y*'^^Hx, 

Ripigliamo l'-equazioni generali (aSi) 

di ^ de 

Essendo P:=:gy Q:=:Oy avremo per una pri- 
ma integimione 

dt ^ de 

• 

Per determinar le costanti osserviamo che al 
principio del moto , quando ^ = o , la velocità nel 
senso deUe a: è = o , e la velocità nel senso delle 
y è dovuta all'altezza H , o sia è = j/ a g Ì7. 
Quindi A ^o y ^;=^ ^ g ^' M^si questi valori, 
e rinnovata l'integrazione , si ha 

senza uopo di nuove costanti , poiché già < = o dà 
X = o , y = o. Ora eliminando t , si ottien subito 

y = ^iix. 

a56. Corali, I, La trajettoria de' gravi projetti è 
una parabola, avente per diametro la verticale con- 
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dotta pel punto di partenza , ed il parametro jdi 
questa parabola è quadruplo dell' altezza dovuta aOa 
velocità di projezione^ 

25']. Coroll. IL Mutiamo le coordinate (Fig. a4) 
ed in luogo dell' ascissa A P z=zx j ed ordinata 
P M ZZI y introduciamo per ascissa 1' orizzontale 
A Q^=zZy essendo ordinata la Q M zzzu. Sia l'an- 
golo di elevazione ^ o di projezione T A Q =/. 
Condotta per P l'orizzontale P R die incontri in R 
là M Q prolungata , sarà 
M R = PM.sin.f; P R = P M. cos./; o sia 

u + x =^ sin./; z z=:y cos. /• 
Quindi it = z tang. f — x . Altronde ( ^35 ) 

X = -7-= zz 7-T7 Trr • Dunquc finalmente 

238. Coroll. IH. Cercando il valor massimo di ù 
si avrà il vertice della parabola , indicante la mas- 
sima altezza a cui sale il projetto. Esso corrisponde 
alle coordinate 

zzzz H sin. %f ; uzz H sixì,f^. 
Quindi può facilmente trovarsi o col calcolo^ o per 
via di costruzione geometrica. 

oSg. Corali. IV. Chiamando A la portata oriz- 
zontale , o sia r ampiezza del tiro A B^ bassi 

A zz 2 H sin. 2J'. 
L' ampiezza è massima quando £1 tiro si fa ad 
angolo semiretto ; ed è allora A sz2 H\ si banno 
poi ampiezze eguali con due lirì , l' uno de' quali 
di tanto ecceda l'angolo semiretto di quanto l'altro 
ne manca. 
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a4o. CoMl. V. Date due fra le tre quantità 
A , H ,f potrà trovarsi la terza ; e più general* 
mente date tre delle quattro quantità u, z , B y f 
potrà aversi la quarta mediante l'equazione (25^). 

Si domandi per esempio qual debba essere l'eie* 
vazione del tiro affinchè il pròjetto colpisca un dato 
scopo y le cui coordinate siano z z:za , u:zz b . 
Avremo (a3^) 

& = atang./— y^ ^ 

Siccome r=: i -4-tang./*, sostituisco questo 

valore, e poscia risolvendo l'equazione quadratica^ 

ottengo 

Si può dunque, generalmente parlando, colpire un 
dato segno con due tiri differenti ; ma se sarà 
ibR-^-a* '^ /^ IP , entrambi i valori diventano 
iauaaginarj 9 e il pix)!>lema è impossibile, 

GAP. Vie. 

f^ia de' projetti nell'ima, 

241. JiisFBiMA g R là reisistenza |del mezzo. Eser- 
citaudod questa forza secondo l' elemento d s della 
cmva desci*Hta dal pròjetto, se riferisco questa curva 
all'asse orizzontale condotto pel punto di partenza , 
cLiamando x le ascisse orizzontali, ed j^ le ordinate 
verticali > e decompongo la resistenza g R ia due 
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forze , r una parallda alle x ,- V altra alle y , ma 

la prima g R rr 9 e la seconda g ^ -^ • Adunque 

il grave avrà nel senso delle x là forza — * g R-r* 

' ds 

e nel senso delle r la forza — g — g r121 / Ciò 

ds 

posto la ricerca della trajetloria riducesi al problema 

generale dell'art. 25 1. 

1^1, Proposizione, Determinare la trajettoria de* 

gravi in un mezzo resistente. 

Avremo (aSi) l'equazioni 

r.dx j j dx 

^ ds dt 

^ ^ ds dt 

dalle quali conviene eliminare t. 

Differenziando il secondo membro d'entrambe 
col prender costante l'elemento dxy e sostituendo 
dalla prima nella seconda il valore del d d i ^ ven- 
gono quest' alti*e due 

dsddt:=:gRdt^ ; ddy^z, — gdt* 
e difiei^enziando quest' ultima 

d?yz=L — 2gdtddL 
Ora è facile eliminar da queste equazioni gli ele- 
menti d t y d d t ; onde verrà 

a Rddy^"\-dsd?yz:zo 
equazione della trajettoria. E quindi data la legge 
della resistenza si conoscerà la curva descrìtta da) 
projetto , e viceversa. 

345. Coroll, L Essendo la resistenza proporzionale 
al quadrato della velocità, pon^mo (326) 



ì 
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g R = gk*u^ = gh' ^\ Ma di- = — ÌÌ3L. 

at g 

Dunque R = — gk-^—^. 

Onde l'equimone della trajettoria diviene 

ed integrando l^=^e»***' 

Per determinare la costante A mettasi pei* ddy 
il suo valore — gdt*\ verrà v 

££! = _ ^ 

Ora nel principio del moto quando 5^3=0, Li ve- 

d X 
locità orizzontale — • è = cos. f [/ 'igH , chia* • 

mando J^ ¥ angolo d' elevazione , ed jET T altezza 
dovuta alla velocità di projezione. Di qui risulta 

j4 z=: -=r i e 1' equazione diviene 

^ 2// COS./* ^ 

dx^ 2// COS./** 

244- CorolL IL Un primo integi-ale di questa 
equazione può facilmente ottenersi. Pongasi per bre- 
vità igk^z=.hy e-~ =p; e l'equazione addiverrà 

dp ^ e 

rte "^ 2//" COS./* 



Tom. /. 



ffi BILL TUOTO. 

Moltiplicandola per V equazione identica 
rfj:[/(i4-^') = £/j, e poscia integrando , avremo 

ks 



p\/ (i+p')+log,\p + \/{i+p')^:=za 



Hh COS./* 



La costante C si determina da ciò che <piando *=::o, 
dev' essere pnztang. y. 

Ma non si può procedere ad ulteriore integra- 
zione, e eonvien cercare de' ripieghi onde conoscem 
per approssimazione l' andamento della trajettoria f)* 

GAP. Vili. 

Modo di descrivere per approssimazione 
la trajettoria de' projetti neW aria. 



245. JIjLiminando s dalle equazioni dell' articolo 
precedente , e facendo per brevità 

f'l/(i+A'') + iog. \p+V(^-^p1 I =^' 

avremo dxz^-j££^, onde djr-pdx=^^-^ 

Sarà dunque xz^J^^R^^, y^J-^ÉJL., 

Se potessero integrarsi queste formole, avrem- 
mo X ed y date per p ; ed eliminando p ^ avremmo 
r equazione della trajettoria. Ma poiché quelle for- 



^|WMMMi^^WBMWHH«*W^^^MM^^^PBpa 



(•) V* Borda, itff#». de l'Aedi Paris, 1769. 

Morrau, Journal, de Vècole Polyt,, Can. XI, p.3o4 
l^oisson, Traiiv de Mécanique^ J ^34, 
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mole non ponno integrarsi in termini finiti, gio- 
verà praticare il metodo insegnato da Eulero (*) 
onde avere gV integrali per approssimazione. Potendo 
questo metodo utilmente servire come per questo , 
così per altri quesiti fisico matematici , merita per 
ciò che se ne mostri in questo caso 1' applicazione. 
'246. Lemma, Sia y:=:,JXdx, e sappiasi che quan- 
do .r=a^ diventa jr^zb. Ponendovi sucoessivamante 
.x' = a, a-hcT, a-f-aeT, a + 5^ . . . . a^ ni 
diventi 

X=:A, A', A'', A'" ^W 

Se la differenza sarà pìccolissima, dico die il 
valore dell' integrale J Xdx esteso da x ;^ a sino 
ad jc = a H- n (T , sarà 

jr^b + J^A -hA'-h A"+ A'", . . 4- I ^f") j 

Dim. Pel brevissimo intervallo compreso tra 
.T =: a ^ ed or = a -4- '* si può assumere che la 
funzione X rimanga costante. £ perchè nel princi- 
pio di quell'intervallo è XzizA e nel fine X:^A' , 
si può assumere pel valor costante il medio aritm&* 

tico X=z-A-\ — A'. Adunque per queir in ter- 

v.iUo abbiamo Xdx z=z i l - A -^ — A' ] , ed il 

\2 2 / 

valore di ^ da a: = a sino ad a: = « -h eT , sarà 

Pel seguente intervallo compreso tra jc^aH-eT, 
ed X ^z a + g i potremo similmente considerare 

(*) Cale. Int. Tom. I, Sect. 1, Gap* 7. 
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Xz=i-A'+-A'', onde Xd^ = s( -A' -h'A^X 

Sommando questo valore di X d x col precedente , 
vedesi die il valore dell' y da x := a sino ad 

ar=:a -4- 2<r, sarà y=:, b -^ S i l. A -^^ A^ -i-- ^' \ 

\2 * / 

E così si proseguirà sino all' ultimo. 

247. Proposizione I. Costruire per via dd Lem- 
ma precedente la trajettorìa de' projetti. 

Applicando il Lemma agi' integrali dell'art. 245 > 

e cominciando dal primo x ":=. i - /^y >*oi sap- 
piamo che quando è p =1 tang. f sì ha a: = o. Or^ 
poiché la tangente p dell' angolo che fa la curva 
coli' asse orizzontale dalle x si va diminuendo per 
gl'adi , sin tanto che diventa zero nel colmo della 
curva , e poi si fa negativa e vien sempre ciiesoeii- 
do nd ramo discendente ^ facciasi succcessivamente 
p=tang./, tang./— ef, tang./— 2/, tang./— 3/ec. 
sino a pz=LO\ e quindi proseguendo pz=. — «T, — 2 J*, — 3 «Tee. 
all' infinito , pigliando per S un numero ad arbitrio, 
il quale quanto più piccolo si prenderà, tanto più 
accurata riuscim la descrizion della curva. Si calco- 
lino i valori A , A' , A" , A"' ec. che pi-ende la 

quantità rr^ — — quando p diventa successivamente 

tang. f, tang. f — ef ec. Ed allora , ponendo succes- 
sivamente /t=.i j 2 , 5 ec. all'infinito, avremo (246) 
i valori della x che corrispondono agli angoli 
ps=:tang.y — cf, tang.y — 2 «Tee. all'infinito. 

Poscia per 1' altra equazione ^ = i r^~ — ^ si 
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calcoleranno i valori che acquista _, ^ quando p 

Ph - CJi 

diventa tang. y*, tang. ^ — cf ec. e procedendo allo 
stesso modo si sapranno i valori della y che corri- 
spondono agli stessi angoli p =; tang. / — cf, 
tang. / — a cf ec. 

Adunque di tutti i punti della curva ne' quali p 
diventa tli mano in mano tang.y — cf, tang.y — aef ec, 
avremo le ascisse jc e le -corrispoiKlenti ordinate y. 
Potrenoio dunque segnare questa serie di punti pe' 
quali dovrà passare la trajettoria, e così potremo 
descriverne 1' andamento. 

248. Coroll. i. L' ordinata y che si ti'overà cor- 
rispondere a p — o , sarà 1' altezza del tiro. E la 
corrispondente ascissa x sarà Y ampiezza del ramo 
ascendente. Proseguendo il calcolo sin là dove tor- 
na j^* =: o , V ascissa corrispondente sai'à la totale 
ampiezza ^del tiro , e il corrispondente valore di p 
ci mostrerà V angolo col qnale il ramo discendente 
della curva taglia V asse. 

249. Coroll, II. Al di là da questo punto 1' ordi- 
nata ^ si fa negativa , e cresce indefinitamente. Non 
così 1' ascissa x ; questa ha un limite olti-e il quale 
non passa ; ond' è a conchiudere che il ramo di- 
scendente dalla curva è terminato da un asintoto 
verticale. 

Dim. Quando p è negativo > abbiamo 

P=— ;ci|/ (i +/?') + log. \~p+]/ (i+p-)\. 
Dunque P=— ;^^'(t+P')— log. j/?+|/(i-4-;^')j- 



102 DEL MOTO. 

TSi se p oltre di essere negativo sarà anche grandis- 
simo, potrà farsi J/.(i -h^") =/?, e potrà sprez- 
zarsi il logaritmo, atteso che il logaritmo d' un nu- 
mero altissimo è sprezzabile al confronto del numero 
istesso. Dunque allorché p è negativo e grandissimo, 
abbiamo P = — p^; e potendosi allora negligere 
anche la costante C al confronto dì p, avremo 

•" ?; e —-£--—=-—. Quindi 



Ph — Ch hp*' Ph—Chhp 

d X ZZI — -p-^ , onde x = cost. + -; — : il qual va- 
h p h p ^ 

lore non cresce già all' infinito. 

Non così la y ; poiché dy = j-^ dà 

y = cost. + - log. /? , il qual valore cresce indefi- 
nitamente insieme colla p, 

25o. Proposizione IL Costruire la trajettoria de' 
projetti quando 1' angolo d' elevazione è piccolissimo. 
Più semplice diviene alloi*a il lavoro di costrui- 
re per approssimazione la curva ; poiché declinando 
questa pochissimo dall' asse, può scambiarsi l'arco s 
coli' ascissa x, onde (244) sia 

hx j 
. e a X 

dp = — 



iH cos.y* 



Integrando in modo che j: = o dia p = tang. f , 
risulta 

, hx 

dy ^ ^ I — e 

p=-£ = tang./ + 



dx ° "^ 2///i cos.y* 

Ed integrando di nuovo così che ar=o diay=o, 



DIL MOTO. 100 

hx 



^ = xtang./-h 



2 Uh cos.y 



onde per qualunque ascissa x potrà calcolarsi la 
corrispondente ordinata. 

25 1. Corollario. Eguagliando a zero questo va- 
lore della y , Y equazion che ne viene , oltre a: = o , 
darà un altro valore della x , e questa sarà V am- 
piezza del tiro. Eguagliando similmente a zero il 
valore di p V equazion che ne viene darà la x che 
coiTisponde all' ordinat': massima , o sia 1' ampiezza 
del ramo ascendente. E mettendo questo valoi'e 
della X in quello della y , avremo Y ordinata mas- 
sima , ossia Y ampiezza del tiro. 

GAP. IX. 

Del moto sopra una data curva , 
o sopra una data superfirìp 



aSa. / jtoposiBioNE I. Determinare il moto d' un 
punto o elemento materiale obbligato a scorrere so- 
pra una data superfìcie. 

Sia r equazione della superficie riferita a tre 
assi ortogonali Idx -^ mdy + /ié^s zz: o; muovasi 
sopra di essa im atomo sollecitato dalle forze P, Q, R 
parallele a' tre assi, e sia A^ la pressione che que- 
st' atomo esercita conti'o la sottoposta superficie. 
Qucsfci pressione non può non essere diretta secondo 
la perpendicolare alla superficie, poiché se fosse 
obbliqua potrebbe risolversi in due 1' una nonnaie,!* 
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r alti'a tangenziale , e quest' ultima non farebbe 
pressione, il cbe è contro l'ipotesi. Risolvendo dun- 
que la pressione K in tre forae pai*allele a' tre assi , 

IK ììiK. n K 

queste saranno (oo. loi) "rr ^ ~~W ^ "aT" -^ P^ 

nendo per brevità M^'zzl i"-4- m*-|- n". 

Ora il punto mobile si rimarrà nel mededmo 
stato se intendiamo che sia rimossa la sottoposta 
supei'ficie , e in luogo di essa vi si applichi una 
forza eguale e contraria alla pressione K, Potremo 
dunque far conto cbe il punto si mova liberamen- 

te , essendo sollecitato dalle tre forae P -— , 

M 

Q — :— , R —- parallele a tre assi ortogo- 
nali. E però prendendo per costante l'elemento di, 
avremo (25i) le tre equazioni 

IK ddx niK ddy nK ddz 

~1Ì~1[F'' ^ ~'W^'dF'' W~dF' 

255. CorolL I, Per queste equazioni si determina 
appieno e il movimento del punto , e la pressione 
cbe esso fa contro la superficie. Poiché 

I P Chiamando u la velocità , se noi moltipli- 
cheremo la prima equazione pei* dx, la seconda 
per dy , la terza por dz, e poi ne faremo la som- 
ma , avvertendo essere Idx + m dy + n £Ì z =; o , 
troveremo come all' art. 253. 

udu:zz Pdx -\- Qdy -^ Rdz 

2.^ Moltiplicandole similmente per l , m , it ed 

ds 
avvertendo essere dt^=:'—i la loro somma darà 

— IP -hm Q + nR m^ Iddx + mddy + nddz 
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3.^ Eliminando K , riman*anno due equazioni 
tra le variabili x , y , z , t ; alle quali se si ag- 
giunga r equazion data della superficie , avremo tre 
equazioni , onde conseguire le coordinate x , y , z 
espresse per t. 

4.^ E finalmente eliminando anche t, le due 
equazioni che restano fra x , y , z determineranno 
la trajettoria. 

254- Coro IL IL Se il mobile non è sollecitato 
da veruna forza accelei*atrice , il suo moto è unifor- 
me , e per qualunque curva cammini , ritiene senza 
alterazione la velocità impressa. 

In fatti posto P=:^=:jR=;o, viene iidu:=:Oy 
onde u costante. 

255. Coroll. IH, Se il mobile è sollecitato dalla 
sola gravità, per qualunque curva esso discenda o 
risalga , avrà in ciascun punto quella velocità me- 
desima che avrebbe se fosse disceso o risalito verti- 
calmente per eguale altezza. 

In fatti facendo 1' asse delle x verticale y sarà 
P:=z'ÌZg'y Q :=:: R^o^ quindi u duzzz.'ilg d x, 
onde ec. 

256. Proposizione II. Determinare il moto d' un 
punto obbligato a percorrere upa curva tutta posta 
in un piano. 

Questo Problema è contenuto nel precedente. 
Riferita la curva a due assi ortogonali posti nel di 
lei piano, abbia l'equazione ldx-{^mdyz:^o. Le 
direzioni ddle foi^ze sollecitanti il punto mobile è 
d* uopo che siano pur nello stesso piano , altrimenti 
il mobile ne deviarebbe. Dunque potranno ridursi a 
due P , Q Parallele alle x ed alle y. Ed avremo (252) 
ponendo lìP zz^r -\- m* , 
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p IK ddx mK ddy 

'M~^dF'' ^ W~irF' 

25^. Caroli. L La pressione che fa il mobile con- 
tro la curva sarà 

j^ ^^^ IP-hmQ II* lddX'-{^mddy 

E perchè m = — ^ ; M :=: -^ — ' ; ed il raggio 



^^ds^ 

osculatore r =z , \ , ; — tt— ; fette le sosti- 

dxddy — dyddx 

tuzioni, si troverà 

^_ Fdy—Qdx ^ u^ 

d s r 

Vale il segno superiore se la curva è concava verso 

V asse , Y inferiore se è convessa. 

258. Caroli, IL Analizzando questa espressione 

di jK", vedesi che.il prìmo tennine ^--3 — ^ — ^ 

altro non è (34) se non quella forza che nasce ri- 
solvendo ciascheduna delle forze P, Q in due , V u- 
na secondo la tangente alla curva , 1' altra secondo 
la normale , e prendendo la somma delle forze nor- 
mali. E dalla costruzione medesima del citato art. 54 
si vede che la direzione di questa forza normale fa 
angolo acuto colle x positive. Pertanto ove il va- 
lore di K riesca positivo , ivi la direzione della 
pressione farà angolo acuto colle x positive; ed ove 
riesca negativo , lo farà ottuso. A questo segno po- 
tremo sempre ravvisare , quando sarà che la pi'es- 
sione sospinga il corpo contro la cui^a , e quando 
lo stacchi dalla medesima, forzandolo ad abbando- 
narne la traccia. 
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aSg. Coroll, HI. Essendo K V aggregato de' due 

^ . . Pdy—Qdx , fi' , 

termini J^— -1 — i ed — , la pressione espressa 

dal primo termine trae 1' origine , come testé dice- 
vamo , da quella porzione delle forze sollecitanti , 
che spingendo normalmente contro la curva, rimane 
elisa dalla resistenza di quella. Ma la pressione 
espressa dal secondo termine è indipendente dalle 
forze sollecitanti , ed ha luogo ancoi^ quando non 
v' è forza sollecitante veruna , ed il corpo si muove 
soltanto in causa di velocità preconcepita. Questa 
pressione &i distingue col nome di Forza centrifu- 
ga , e trae origine dall' inerzia del mobile , come 
tosto dichiarei^mo. 

260. Scolio, Scenda il mobile per la curva A MB 
{Fig. 25) e nel tempetto dt abbia passato lo spa- 
zietto 31 ni. Giunto in m esso tende per l' inerzia a 
percorrere nel seguente tempetto :=.d t , la retta 
m q :=z M m. Siccome la resistenza della curva lo 
costringe a piegare pel latercolo m fé, cosi risol- 
vendo la volocità virtuale m</ nelle due mfé^mp, 
quest' ultima rimane elisa dalla curva , e perciò il 
mobile la pi^merà normalmente colla forza corrispon- 
dente a questa velocità estinta ; e questa sarà la 
forza centriRiga. 

Esprimiamone analiticamente il valore. Questa 
forza nel momento d t farebbe percorrere al mobile 
lo spazietto mp\ essa può aversi per costante, giac- 
cbè si considera agire per un solo istante d t Dun- 



2 s 



que dall'equazione (2i4) g= — r scorgesi che que- 



e 



sta forza è s= ■- , 

dt* 
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Sia r il raggio osculatore della curva A 31 B 
nel punto m. L'arco Mmft potrà aversi per un arco 
circolare del raggio r. Per la proprietà del circolo 
mq è media proporzionale tra m p , ed mp-^ir^ 

ossia tra mp, e 2r. Dunque m p •=: '—, Ma 

mq:=:Mm:=zds:z=:udt, Dunque m p •=. . 

Sostituito questo valore, la forza centrifuga ritro- 
vasi espressa per — , appunto come avevamo per 
altra strada concbiuso nell' articolo precedente. 

GAP. X. 

Discesa de' gravi pei piani inclinati. 

261. Jlroposjzione 1. Un grave posato sopi*a un 
piano inclinato discenderà per la linea retta perpen- 
dicolare alla comun sezione del piano coli' orizzonte. 
Dim. Sì posi il grave in A (Fig. 26) sul 
piano inclinato I , e sia R S Ya comun sezione di 
questo piano coli' orizzontale O. Nel piano / si 
conduca la AB, e nel piano O \si B C^ entrambe 
perpendicolari ad R S. Il piano ABC sarà perpen- 
dicolare al piano O , e però sai'à verticale , e sarà 
non meno perpendicolare al piano /. Risolvendo 
dunque la gravità cbe agisce secondo la verticale 
^ C in due forze , l' una delle quali sia diretta 
lungo AB y X altra sarà perpendicolare al piano /. 
Questa pertanto verrà del tutto elisa, e il grave 
spinto dall'altra forza s' incamminerà per A B. 
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E p^cliè questo discorso come vale pel pun- 
to ^^^ COSI per qualunque altro punto della retta 
A B , h manifesto che il grave incamminato per 
\aL A B , discenderà per essa continuamente. 

262. Corollario. Se il grave non sarà semplice- 
mente posato sul piano I, ma lanciato secondo una 
direzion qualunque A T, descriverà sul piano stesso 
la pai^abola A Q , che avrà per tangente A T, per 
diametro A B , e per parametro il quadruplo dd** 
r altezza dovuta alla velocità di projezione. 

265. Proposizione IL Declini il piano / della 
verticale coli' angolo B A C zi^m. La forza che sol- 
lecita il grave discendente lungo la i-etta A B sarà 
=: g cos. m, E la forza colla quale il grave premerà 
il piano stesso, sarà = g sin. m, 

264» Coroll. L Se la lunghezza A B dd piano 
rappi^seuti la gravità, V altezza A C ne rappresenta 
cpiella parte die s adopi*a nello spingere il grave 
lungo il piano , e la base B C i*appresenta 1' aitila 
parto che ^ adopra nd pi^mere il piano. 

265. Coroll. IL II moto di discesa è equabilmente 

accderato, si determina colle equazioni (210) 

II* s t* COS. m 

u^z£t COS. m:s^z ; * zi: . 

^ 1 g COS. m 2 

Che se il grave sale pd piano in virtù d' una ve- 
locità impixìssa, il moto sarà equabilmente ritarda- 
dato^ e si dtTtenniuei'à parimente colle equazioni (216) 
per lutto in luogo di g ponendo g cos. m. 

266. Coroll. HI. Le velocità acquistate , e gli 
spazj percorsi in egual tempo da due gravi cadenti 
r uno per la verticale , V altro pel piano i neh nato , 
sono fra loro come i : cos. m ; o sia come la lun- 
ghezza del piano all' altezza. 
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267. CorolL IV, Quindi nel mentre che il primo 
discende per tutta 1' altezza AC , V altro amva al 
punto D ove cade la perpendicolare CD condotta 
da C sopi*a il piano A B. 

2.68. CorolL V. Tutte le corde d' un circolo clie 
partono dall' una deUe due estremità d' un diametro 
verticale sono percorse neUo stesso tempo; cioè in 
quello nel quale il grave liberamente cadendo per- 
correrebbe quel diametro. 

GAP. XI. 

Discesa de' gravi per la Cicloide. 

269. PROPOSIZIONE L Sia la cicloide F A C 
(Fig. 27) costituita coUa base F orizzontale , ed 
un grave collocato nel punto P e quivi abbando- 
nato a se medesimo discenda per Y arco P M A^ 
Vuoisi determinare la velocità del mobile in qual- 
sivoglia punto i^ ^ e la pressione che farà contro 
la curva. 

Sia A R:=.x , R M =y , y^ M := ^ , e sia il 

diametro del circolo generatore A B z::: — a , e 

2 

r ascissa del punto di partenza A S zzih, U equa- 
zione della cicloide è sdszzzadx, dalla quale si 
deduce 

, dx \/ a ds \ /^ — '^^^ 

]/2X dy \ a 

ed il raggio osculatore r=: (/(«' — lax). 

Gò posto, la velocità in M sarà (255) dovuta 
air altezza 4$* R^ onde avremo m = 1/ ^ff ( ^ — •^)* 
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Essendo poi Pz=i — g, Qz^o^ sarà la pres- 
sione (aS^) 
j, gdy u^ g^ g + aik — 4jt? 

' ^^ r l/^ l^ (^ — 3^) 

Questo Talore essendo sempre negativo , la pressione 
fiurà (258) angolo ottuso colle x positive, e- però 
sarà diretta secondo JI AT , e spingerà il corpo 
contro la curva. 

2^0. CorolL L H tempo della discesa per Y arco 
P M si avrà dall' equazione 

, ds J/tf dx . 

"^ "ìT 2 \/g ' \/{hx — X') 

Integrando così che x :=:^h dia ^ z= o ^ avremo 



J/^a . 2X — h 



Are. cos. 



2l/g " h 

l'ji. Caroli, II. Facendo jc :=: o, avremo il tem- 
po déUa totale discesa da P sino al punto infimo j^, 

e sarà t = — 7-;— • 

Questo valore è affiitto indipendente dal sito 
dd punto di partenza P ; onde si deduce la singo» 
larissima proprietà della cicloide, che da cjualunque 
punto della sua circonferenza si abbandoni il grave, 
esso arriva al punto infimo nello stesso tempo. Per 
questa proprietà dicesi la cicloide tautocrona, 

2J2. CorolL III, Giunto il grave al punto infi- 
mo A colla velocità dovuta alla discesa AS risalirà 
per r arco opposto A Q. In ciaschedun punto della 
salita la sua velocità sarà la stessa che nel punto 
cinologo della discesa , ossia nel punto che corri- | 
«sponde alla medesima ascissa verticale. Ed arrivato 
iti punto Q egualmente alto del punto P, si fer- 
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mera , ricadendo poi subito per Y arco Q A , e ri- 
salando per A P , e così ricalcLei*à infinite volte la 
stessa traccia. Il tempo della salita per A Q sani 

— ~— pari a quello della discesa per P A» 

2^3. Proposizione IL Cercasi la curva della più 
breve discesa da un dato punto A (Fig. 28) ad 
un altro dato punto B. 

Facciasi asse delle x la vei'ticale A P , e sarà 
la velocità nel punto M :=: [/ ^gx , e il tempo 
della discesa per A M sarà rappresentato dall' inte- 

/d s 
__.. Questi* integrale esteso dal punto A 

al punto B dovrà essere un miniano. Dunque s^ 
condo la Teorica del Calcolo delle Variazioui 

converrà porre S I —- = o ; ossia facendo 

*^ J y 2gx 

dyz^pdx , onde ds =: dx 1/ ( i -h p') , converrà 

porre ef | ^^5 ^ z=: 0. Per le res'ole del 

Calcolo delle Variazioni bassi T equazione della cer- 
cata curva diffei*enziando la quantità ^ , ^ 

^ y igx 

e mettendo il coefficiente del dp eguale ad una 
costante. Sai*à dunque quest' equazione 

P 



y 2gx (i +^») 



= C 



oppure facendo per brevità — 7=- =:; k 

2gC^ 

equazione d' una cicloide cbc lia l' origine nel pun- 



ii5 

io ji,ìm. bne ndl'oriaoBlaik jiL condotta per ji, 
e il diam e tio dd droolo generatore r= Jt. 

Se dunque si gnidi T orizsontale indefinita j4 L 
e sopra di essa come base descrìvasi dal punto A 
la cicloide AQL die passi pel dato ponto B^ sarà 
dessa la linea ddla brevissima discesa da ^ in ^. 
Per tale proprietà dicesi la ddoide hrmckutocrona. 
2^4- Scolio. Il descrivere dal ponto A sulla base 
indefinita A L ìat cicloide cbe passi pA dato ;>nnto 
B è |MX>blenia geometrico^ ddL quale ecco la sol»- 
none semplicissima ^f. Descrivasi dal punto A sul* 
r indefinita A L una cicloide qualsiasi Agi, della 
quale sia oq H diametro del cìrcolo geueratore. 
Gingiunta AB, tagli essa nel punto h questa ci- 
cloide A q l» Si faccia come Ab ad AB, così o q 
al quarto termine ; e questo sarà il diametro O Q 
dd circolo generatore deUa ddoide A Q L die 
passerà pd dato punto B. 

GAP. XIL 

Discesa de' gravi per archi circolari. 

2^5. Proposizione L Sìa P A G (Fig. 29) un 
arco di cerdiio, e cadendo per esso il grave dal 
punto P vogliasi determinare in cadaun punto àM 
la vdocìtà e la pressione. 

Sia AR=^x, RM=,y, AM:=.s', sia il 
raggio C A^=La, e Y asdssa dd punto di partenza 

< ■ 

(*) Jo« BcrDuulIi^ Op. Tom. I^ pag. 193. 

Tom. /. ^ 
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AS=zh. Avremo per la natura dd cìrcolo 

, adx dy a — x 

ds:=Z'r7'-. r; "t" = 

\/ {2ax — X) ds X 

ed il raggio osculatore r z= a. 

La velocità in M sarà dovuta all'altezza SK\ 
onde Mz= \/ig(h — x). 

Ed essendo P = — § , ^ = o , sarà la pres- 
sione 

ds r a 

Questo valore è sempre negativo e mostra che la 
pressione sai-à sempre diretta nel senso M M^> 

2^6. CorolL I. Per determinare il tempo della 
discesa abbiamo 1' equazione 

^___ ds ^^^ a d X 

u V'^s'V(^^ — X) (lax — x^) 

la quale integrata da xz=/i sino ad a: = o darebbe 
il tempo della discesa da P in A, 

2^7. CorolL IL Ma quest' equazione non può in- 
tegratasi se non che per serie. Si ottiene una serie 
convergente, scrivendo V equazione in questa forma 



t=-.t 



a \ 'xaj 



'^V S \/(hx — x') 
e svilluppando il numeratore colla serie Neutoniana 
del binomio, che dà 

(X \ — I . I ^ 1.3 x* 1.3.5 a^ 
ia J 2 2a 2.4 4" 2.4-0 oa^ 

Così dt vien espresso con una serie d'infiniti ter- 

jf 1? fi, TC 

mini , tutti della forma ttt-. tt • Per le 

]/ (h X — X ) 
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conosciate regole del Calcolo siiUime V infiorale di 
ciascheduno di questi termini si ùl dipendere dal- 

■ —r il quale int^rale pit^so 

da X =: /^ sino ad x = o trovasi :^ 7. Con questo 
progresso si avrà 

£ questa serie è sempre convergente , perchè h si 
assume sempre minore di a. 

a-jS. CorolL III. Se h h piccolissimo a fronte di 
a, molto più lo sarà otr^ ed allora V equazione dif- 
ferenziale (2^6) trascurando jc* a fronte dd a^jr, 
si ridurrà 

compagna di quella (2^0) che appartiene alla cicloide. 
Dal che si vede che gii archi circolali , la saettii 
de' quali è molto piccola in confronto del raggio , 
sia gli archi circolari di pochissimi gradi godono 
al pari della cicloide? di quella singolare proprietà , 
cbe da qualunque punto dell'arco si lasci cadere ini 
grave , esso arriva al punto infimo nello stesso tem- 

po^=— fj-. 

anc). Proposizione IL Sia lo stesso arco circolait* 
F a G posto vi rovescio , ed il grave collocato nel 
plinto p discenda pel convesso della circonferenza. 
Domandasi la velocità e la pressione in oiaschedun 

punto m. 

La velocità sarà dovuta alla discesa s r , ondo 

l'atto arz=LX , a s zz^h avremo m= J/ 3gr(.r — /i). 
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Ed essendo P zz: g , ^ = o , avremo la pressione 

ci s r a 

CI ■ 1 1 2 h 

280. Corollario. Mentre h x <^ = , vien K 

5 

positivo , e la pressione si volge nel senso m ni. 
Quando x = = — , viene if = o. Diventando 

poi X ^ = , si fa if negativo ed il mobile 

fuggì via dalla curva. 

Aduncjue il grave verrà scorrendo sul cercliio 

V arco p t terminato dall' ascissa a q zzz _ , e 

rispondente alla saetta s q z=z — = — :rz - Cs. Giun- 

vi \J 

to in t scapj)erà fuori della curva, descrivendo una 
parabola che avrà la tangente comune col circolo 
nel punto t, il diametro verticale, ed il parame- 
tro = 4 1/ 20- . * <5f. 

GAP. xin. 



Del Pendolo semplice. 

281. jLROPOSjzjoNE L Rimossa ogni resistenza ed 
ogni impulso straniero le oscillazioni d' un pendolo 
grave continuano all' infinito eguali tra loro , ed 
isocrone. 

In fatti dalle cose dette agli art. 218. 255 ap- 
parisce che 11 grave salirà m pari tempo ad un' al- 
tezza uguale a quella onde scese; indi ritornerà per 
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b stessa vìa , ricalcando senza fine 1' arco che da 
prima descrìsse. 

E ciò si avvtt'a qualunque siasi la curva cbo il 
pendolo oscillando descrive. Veggiamo ora parti ta- 
meute quello che avvenga ai pendoli oscillanti per 
archi di cicloide, o di circolò. 

282. proposizione IL Le oscillazioni per archi ci- 
cloidali di qualsivoglia ampiezza sono isocrone. 

E se chiameremo - a il diametro del cerchio 

2 

generatore della cicloide , il tempo della mezza 

oscillazione , cioè della corsa per F arco P A 

(Fiff. 27) è ^ = — '- — ; e quello dell'oscillazione 

intera, cioè della corsa per l'arco PAQ h t^z ;, , 

(271. 272) 

283. Scolio, Essendo la cicloide evoluta di se me- 
desima, sì ottiene il pendolo cicloidale facendo oscil- 
lare il filo C A tra due lame C F , C G cui'vate a 
foggia di due semicicloidi eguali e similmente poste 
alle semicicloidi G A y FA. Dal che si vede che la 
lunghezza del filo C A dev' essere doppia òì BA'^ e 
però C A :=.a. 

In generale può farsi che il pendolo descriva 
una curva qualunque , facendo muoversi il filo tra 
due lame piegate secondo 1' evoluta di essa cin-va. 
Se il filo C A h libero , il pendolo descriverà un 
arco di cerchio. 

284. proposizione IIL Le oscillazioni ]ycv archi 
circolari di picciol numero di gradi sono isocrone , 
qualunq'ié siasi l' ampiezza dell' arco descritto ; e 
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sono sincrone a quelle d' un pendolo cicloidale d' o- 
guale lunghezza. 

Chiamando a il raggio del circolo , o sia la 
lunghezza del pendolo, sarà il tempo della mezza 

oscillazione t == — -7- . e quello dell' oscillazione in- 

tera sarà doppio (2^8). 

285. Corollario, Paragonando fra loro le oscilla- 
zioni di pendoli di lunghezza diversa, o siano essi 
cicloidali , oppure circolari , purché scorrano per 
piccoli archi di cerchio, i tempi delle oscillazioiii 
sono come le radici delle lunghezze. 

E per conseguenza i numeri delle oscillazioni 
fatte nello stesso tempo sono inversamente come le 
radici delle lunghezze. 

286. Scolio. JJ isocronismo delle oscillazioni per 
archi cicloidali di qualunque ampiezza o per archi 
circolari d' ampiezza minima , si può provare auclie 
senza uopo d' integrazione nel modo seguente. 

Siano terminati al punto infimo A (Fig. 3o) 
i due archi di diversa ampiezza P A, p A, S' intenda 
diviso r arco P y^ in un numero indefinito di ele- 
mentari paiticelle P M , e l' arco p A in egual nu- 
mero d' elementi p m. Se le forze acceleratrici colle 
quali il grave entra a descrivere gli archetti omo- 
loghi P M , p m sono proporzionali agli archetti 
medesimi, quegli archetti sai*anno descritti in egual 

2 s 
tempo. Poiché essendo (210) t* •=, — , egli è chiaro 

cl)e se g: è proporzionale ad s , sarà e costante. E 
se ciò avvenga in ciascuno de' punti omologhi degli 
archi P A , p A ^ è |)alese che ciascuno degli eie- 
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menti del primo sarà percorso in pan tempo del-« 
Tdemento corrispondente dal secondo, e così anche 
gli archi interi P A , p A saranno descritti contem- 
poraneamente. 

Ora o sia la curva P p A una cicloide , o sia 
un arco circolare di poca ampiezza , avviene ap- 
punto che le forze accelerati'ici tangenziali in due 
punti omologhi qualunque P , p , sono proporzio- 
nali agli archi P A , p A , e quindi ancora agli 
elementi P M, p m. Sia in fatti A E = Xy EP =^, 

AP:=zs, La forza tangenziale in P sarà (54) — -j — . 

Qui se PpA è una cicloide, abbiamo s*:=i.2ax, 

. ,. £?ar s . sdx ss 

e qumoi -=— z= - ; dunque 2_- — z=: -2— ; e pero 
* as a '^ as a '^ 

la forza tangenziale in P è proporzionale all'arco PA. 

Se poi P p A è un arco di cerchio , abbiamo 

dx y . ,. sdx sv ^ ,, . 

-T- = - ; qumdi ^ — = ^^ . Ove se 1' arco è 
as a a s a 

assai piccolo la mezza corda y confondesi coU'arco s, 

onde qui purè la forza tangenziale in P è di nuovo 

proporzionale a PA» 

GAP. XIV. 

Moto de' pendoli ne' mezzi resistenti. 

287, Oscillando il pendolo in un mezzo resi- 
stente, le vibrazioni vanno gradatamente restringen- 
dosi in ampiezze sempre minori. E tuttavia purcliè 
V ampiezza iniziale sia piccola , e pìccola ancora la 
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resistenza , queste vibrazioni tuttoché diseguali si 
mantengono sensibilmente isocrone fra loro , e quasi 
isocrone a quelle d' un pendolo di pari lunghezza 
che liberamente oscilli nel vuoto. Faranno di ciò 
piena fede le Proposizioni seguenti (*). 

288. Proposizione I. Oscilli il pendolo per Tarco 
cicloidale PAQ (Fig. 3o), partendosi dal punto P. 
Si cerca la velocità in ogni punto dell' arco. 

Qui oltre la gravità si mette in conto la resi- 
stenza del mezzo espressa (226) per gk'u^^ la qual 
forza agisce lungo Y archetto ds in senso contrailo 
al moto attuale. Risolvendo questa forza secondo le 

X e le y avremo le due componenti g" A:* m* , -y- , 
gk'u'.^. Quindi P = — g + gjfu». ^; 

Onde udu-zn Pdx + Qdy :=:' — gdx -4- gk*u^ds. 

Pongo per la natura della cicloide adx = sds , 

e faccio per breyità 2gf A* s=: h . Verrà 

laudu — ahu^ds z= — tàgsds, 

Quest' equazione rendesi integrabile pel molti- 

— ^j 
plicatoi^ e . Integro adunque , e chiamando e la 

velocità che avrà il grave giunto al punto ìnfimo A, 
determino la costante cosi che quando ^ := o , ven- 
ga i^ ^=: e . Ed ho T equazione 

(31) u-=e*'c--4-Ì^(, +A,_e*') 



(*) Ealer^ Mechanica, Tom. Il» Prop. 63. 



èie iHHlra 3 f ogrc MO dcDa TdocHà nell* arco dkeU» 

(faMXSEl Pj^m 

Faoendori s ncgatho ho amilmmte per V arco 
ddla sdita j^ Q Tequazìoiie 

089. ComlL LSist PJ = E, .4Q = F.I4ììè 
che 96 ndT cquazioDe (M) fiucmo x=A\, 



saravTÌ u = o ; e se oell' equazioue ( .V) pormiio 
szzzF y sarà parimente 11 = 0. Dì <]ui potrenH» 
avere e^nessa in due modi la Telocità e corrispon- 
dente al ponto infimo. 

L' ecjoazione (M) darà 

= — e { I +ik£^ — e 1 



^S 



— l h^E^ — \ h^E'''\-l h^E^—tc. 
3 5 8 



Similmente l' equazione (N) dai*à 

^ = — e I I — hF — e 1 

^g \ ì 

= 1 A* F» ^. ' ^3 /ra + ^ ^4 2^ + ec. 
3 5 c> 

290. CorolL IL Eguagliando fra loro queste due 
espressioni, verremo a scopnix; la relazione ti*a i 
due archi E , F onde dato il primo si conosca il 
secondo. Hassi questa relazione dall'equazione 
^hE . hF 

e (i -^hE) = e (i —hF). 
Qui se Scoiamo F'=.E — mE'-^nE^ — pE^ ce. 
e fatta la sostituzione , svolgendo tutto in scric , de- 
terminiamo i coefficienti m, n, p ec. ti'ovei'cmo 

F= E—I hE'-h ^ h-E^— ce. 
3 9 
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Se l'arco E sia piccolo, e piccola ancora la re- 
sistenza , pochi temiini della SGvie basteranno. Noi 
per ora ci fermeremo nei tre primi , di sprezzando le 
potenze di h superiori al quadrato. 

291. Coro IL III. Conosciuto 1' arco della salita 
nella prima oscillazione, si trovano senza fatica quelli 
delle seguenti. E già nella seconda oscillazione , 
cioè nel ritorno del pendolo l'arco della discesa sai-à 
F, e però la salita sarà 

5 9. 

o sia È — ÌhE^ + — h'E'' 

9 
Similmente nella terza oscillazione la salita si 

troverà 

E—^hE-'^—h'E^ 

J 5 9 

e nella /zesima sarà 

E — ^nhE^'^r'^n'h-E^ 

. . ? 

Così dopo n- oscillazioni la diiFerenza fra la prima 

e 1' ultima salita sarà 

l nhE'—^n*h'E\ 
5 9 

Di qui si vede come e per quali gradi la corsa 

del pendolo vada continuamente accorciandosi. Ed è 

notabile che questo accorciamento non dipende punto 

dalla lunghezza del pendolo. 

292. CorolL IF', E anche degno d' osservazione 
die la velocità massima del grave oscillante non 
corrisponde già al punto infimo A, ma ad un altro 
punto B» Questo punto si troverà giusta le note re- 
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fSfÀCy fgnaglìando a zero fl differenziale di ii* (:288). 
Sia A B :=zS , e la velocità massima in £ :=: C 
L'ojuazicm del massimo sarà 

(£) e ^ I . 

Pongasi per il suo valore (289) e svolgoiulo 

2 g" 

io sene come sopra si fece (290) avrassi 

S=z- h E* — ^ h^ E^+ ^ k^ E^—€c, 
204 
295. Caroli. V. Poscia neU' equazione (M) jkh 

— Aj 
nendo per e il suo Valore tratto dall' equazione 

(L) avremo 

^■^^ ^hS^^h" E' — l h^E^-{'\h^E^— ec. 
2^ 234 

Così sapremo qual sia ed in qual punto s' acquisti 

la massima velocità. 

294. Proposizione Jh Poste le stesse cose , si cerca 

il tempo dell' oscillazione per 1' arco P AQ* 

Giova cercar prima il tempo della discesa per 
VB, indi il tempo per BQ, e sommar poscia que- 
sti due tempi. 

Facciasi pertanto P B z=,q , e sarà 

[ ^g 

I Ora nell' equazione ( M) io pongo in luogo di s 

tjuesto valore, ed in luogo di e* il suo valore de- 

suuto dall' equazione ( Z ) ; poi faccio C* — - m* = z. 

Ed essa mi diviene 

a h* z ha , 

^g ' 



12^ DEL MOTO. 

onde svolgendo in serie col solito mezzo (ago) ricavo 
\^ az a h z a h* z [/ a z 

Onde 
- ds — dq _^ dz^ a 

ah d z ah'zdz ]/ a 

Integrando da u :=: o , o sia z :=: C sino ad uzzlC, 
o sia z = o 9 si trae 

jr [/a a h C leìi C^ a \f a 

che sarà il tempo della discesa per PB. 

In simil guisa si avrà il tempo per B Q rinno- 
vando il calcolo col fare q , e dq negativi , ed in- 
tegrando da z = o , sino a z ^ C*. E sarà questo 
tempo 

«• r/ a ^ ahC ^ìi" C a\/ a 

Or sommando i due tempi si avrà finalmente il 

tempo dell' intera corsa per P B Q così espresso 

^ ]/ a f ah* C \ 

—Tj — I I H 7 h ec. ) 

295. CorolL /. Pongasi in luogo di il 

suo valore (agS). Sarà il tempo dell' oscillazione 

Nel vuoto il tempo dell' oscillazione sarebbe stato 

Adunque la resistenza del mezzo ritarda alquanto 



os.a.|^ 
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r oscillazione. Ben si vede cLe per poco che heà E 
siano piccole fi*azioni , questo ritardo del pendolo 
oscillante nel mezzo sopra di quello die oscilla nel 
vuoto rendesi presso clie insensibile , e sempre piii 
Io diviene a misura che restringendosi le oscillazioni 
va decrescendo 1' arco della discesa. 

296. Coro IL IL A piìi' forte ragione è insensibile 
il divario del tempo da un' oscillaziane all'altra. In- 
fatti nella seconda oscillazione il tempo è 

klf ( I +-L V E^-^h^E^ H- ec. ) 
^ g \ 24 12 / 

così che la seconda oscillazione è più breve della 
pnma del tempo — ^ — . -« — ec. divano che 

nella nostra ipotesi è disprezzabile. 

Pertanto quantunque ne' mezzi resistenti secondo 
il quadrato della velocità la cicloide non sia rigo- 
rosamente tautocrona , e le oscillazioni si vadano 
affi-ettando a misura che si restringono^ pure quando 
gli archi sian piccoli e piccola la resistenza , si può 
trascurare il divario. 

29J. Scolio. Tutto ciò che s' è detto de' pendoli 
cicloidali si può trasferire ai circolari neU' adottato 
supposto che la corsa del pendolo sia limitata ad 
archi di piccola ampiezza. Adunque anche in questi 
pendoli la resistenza dell' aria va sensibilmente strin- 
gendo le oscillazioni > senza turbarne sensibilmente 
r isocronismo. 
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SEZIONE SEC05rDA 

DEL Moto de' Sistemi di forma invariabilk. 

GAP. XV. 

Del Moto de* Sistemi in generale. 

» 

298. Vedute le leggi del moto d'un punto o sia 
d' un atomo materiale , consideriamo 01^ un sistema 
di punti così tra loro connessi che in grazia di 
questa connessione non possono prendere que' movi- 
menti che loro imprfmono le forze applicate , ma 
siano costretti a muoversi d'altra guisa. 

299. Proposizione. Sia un sistema di punti i quali 
per le forze applicate dovessero concepire le velo- 
cità A ^ B , C ec. ma in grazia della scambievole 
connessione prendano in vece la velocità a, b, e ec. 
La velocità impressa A si risolva nell' attuale a , 
ed in un' altra « ; similmente la velocità B si ri- 
solva nelle due b ^ fi ; e la velocità C nelle due 
e , > ec. Dico elle le forze corrispondenti alle velo- 
cità » , fi , y ec. si fanno equilibrio fra loro. 

In fatti poiché le velocità ol , fi , y ec. non 
hanno effetto , è d' uopo clie le forze comspondenti 
s' elidano e s' annullino scambievolmente. 

5oo. Corollarìo. Quindi v' ha equilibrio tra le 
forze impresse , ossia corrispondenti alle velocità 
^, ^^ C ec. e le forze attuali, ossia corrispondenti 
alle velocità a , Z» , e* ec. purché (queste idtiiiie s' in- 
tendano rivolte in senso contrario. 
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In fatti 86 y^ è la risultante delle forze a , ol , 
sarà reciprocamente a la risultante delle forze A, — a. 
E così /8 sarà la risultante della B , — b ec. Ma le 
forze «, /8 , y ec. si fauno equilibrio (299). Dunque 
le forze A y B , (7 ec. fanno equilibrio alle forze 
— a , — ^ h y — e ec. Il che ec. 

3oi. Scolio, Egli è questo il principio che Da- 
lembert con tanta lode introdusse nella Dinamica , 
traendone un metodo generale per la soluzione de' 
più astrusi problemi. Questo metodo consiste nel 
sostituire alle forze impresse al sistema due classi di 
forze equivalenti. Quelle della prima classe sono 
atte ad imprimer tai moti che ciascun punto possa 
seguire liberamente senza fare intoppo agli altri o 
soflfrirne: quelle della seconda per lo contrario son 
tali che si equilibran tutte fra loro. Le prime otten- 
gono pienamente il loro eiFctto , e determinano il 
moto attuale del sistema : le seconde si elidono to- 
talmente, e determinano la pressione che soffre cia- 
scun punto del sistema per T azion vicendevole delle 
parti. 

GAP. XVI. 

Del Momento d' inerzia, 

302. IvloMENTo d' inerzia d' un sistema rispetto 
d un asse dicesi la somma de' prodotti che nascono 
moltiplicando ciaschedun elemento del sistema pel 
^[uadrato della sua distanza dall' asse. 

303. Coroll. Il momento d'inerzia è sempre quan- 
tità positiva , e sempre cresce , crescendo la massa 
dd sistema. 
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504. Proposizione 1. Sia S il momento d* inerzia 
d' un sistema rispetto d' un asse che passi pd suo 
centro di gravita , S^ il momento d' inerzia deUo 
stesso sistema rispetto d' un altro asse parallelo al 
primo , e distante da esso per V intervallo A : sìa 
finalmente M la massa del sistema. Sarà 

Sia G G (Fig. 5i ) r asse condotto pd centro 
di gravità del sistema , C C Y altro asse parallelo 
al primo. Sia in M un elemento del sistema , dd 
qual elemento chiameremo la massa d M • Per M 
intendesi condotto un piano perpendicolare agli assi 
GGy CCy si conducano in -esso le rette MG, MC, 
e si unisca C G , sulla quale cada dal punto M la 
perpendicolare M P . Sarà 

S=X.dM.MG^; S^=Ji.dM.MC^. 
Ora è 3IC*=MP*-{-CP*; ed 3IP*=zMG'—GF 
e CP'=z (GP+CGy. Quindi 

2 . dM . MO:=L S . dM . MG* 
+ 2. 'ìdM . CG, GP-^^.dM . CG"" 
o sia 

S^—S-^ik-Z.dM, GP-hMk'. 
Or si avverta che il prodotto dM . GP esprìme il 
momento dell' elemento dM (54) riferìto ad un 
piano condotto per G G normalmente alla retta CG 
Perciò (56) 2 . e? J/ . GPz=o . Bimane pertanto 
S'zziS'^-Mk'. Il che ec. 

505. Caroli. L Conoscendosi il momento d' iner- 
zia d' un sistema rispetto d' un asse , agevolmente 
si trova lo stesso momento rispetto d' un asse pai*al- 
Iclo al primo. 
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506. CorolL IL Di tatti gli assi paralleli fra loro 
a' quali si può riferire un sistema , cpello che passa 
pel centro di gravità dà il minimo momento d' i- 
nerzia. ' 

507. Proposizione IL Trovare il momento d'inei^ 
zia d' un dato sistema rispetto d* un asse dato. 

Il metodo generale per questa ricerca consiste 
palesemente ncll' esprimere analiticamente per mezzo 
delle coordinate x ^ y y z il prodotto deU.' elemento 
pel quadrato della sua distanza dall'asse^ quindi 
integrare per tutta l'estensiou del sistema. JNel che 
invece dell' asse dato si potrà prendete un altro 
(jualunque ad esso parallelo^ ove ciò serva ad age- 
volare il calcolo 9 potendosi poscia per la Proposi- 
zion precedente trasferir facilmente il momento tro- 
vato da un asse all'altro. 

Cercasi talora il momento d'inerzia delle lineo 
e figure geometriche , attribuendo ai loro elementi 
una massa proporzionale alla loro estensione. Asse- 
gneremo ne' seguenti corollarj il momento d' alcune 
figure più semplici, illustrando così l'accennato me- 
todo con vai*) esempj. 

508. CorolL L Sì cerca il momento d' inei'zia 
d'una retta di lungezza n rispetto d' un asse ele- 
vato perpendicolarmente aUa medesima nella sua 
estremità. 

L'elemento è dx; la sua distanza dall'asse è x. 

Quindi il momento ^=: J x* d x •=. -z ; e compien- 
do r integi*ale col porre x'sza y viene ■=- , espres- 



sione cercata. 

Tom. L 9 
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In questo esempio , come pure ne' seguenti , 
cliiainerciuo M la massa del sistema. Qui sarà lUziza; 
onde il momento d' inerzia esprimesi aucora ooà 

3 

Se r asse fosse elevato sul centit> di gravita 
della retta data , o sia sul suo punto di mezzo, sa- 
rebbe il momento d' inerzia — a^ o sia — M a\ 

12 la 

Sog. Corali, IL Si cerca il momento d' inerzia 
della penferia d' un cercliio di raggio a rispetto 
d'un asse condotto pel centro , e perpeadicolare al 
piano del cerchio. 

L' elemento essendo :^ d s , e la sua distanza 
dall'asse = a , sai'à il momento :^Ja^ d s z^za* s, 
e compiendo Tintegride col porre ^ = a «r a, viene 
il momento suddetto = 2 «■ a' == /If a*, 

5 10. Caroli, III, Vogliasi il momento d'inerzia 
della periferia rispetto d'un diametro dd cerchio. 

L' elemento h d s :=z ; la sua distanza dal 

diametro è y. Quindi il momento éLementare è 
iiz ay d X ; ed il momento totale ^ a fjr d x. Ma 
l'integrale fy d x esteso a tutto il cerchio è l'area 
del cerchio stesso = »* a*. Dunque il cercato mo- 
mento è = «r a' = - J/ a*. 

2 

5 1 1 . Caroli, IV, Si cerca il momento d' inerzia 
d'un cerchio di raggio a rispetto d'un asse elevato 
nel centro , e pei^ndicolare al suo piano. 

Sia ( Fig. 32 ) C il = a il raggio del cerchio; 
se ne prenda una parte C Af := z ed intendasi de- 
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scritto col raggio C M-=zz il cerchio 31 3f , e col ' 
raggio C mz=:z -^ d z il cerchio prossimo m mf. 
L'area della zona compresa da questi cerchi sarà 
2Tzd Zy ed ìL suo momento d' inema (Sop) sarà 

2x z^ d z. Quindi integrando s' avrà - srz^, e com- 
piendo l'integrale col porre s z= n , vei'rà il mo- 
mento d'inerzia del cerchio :=;-«■ a^; o veramente 

a 

5ia. Caroli. V, Vogliasi il momento dello stesso 
cerchiò rispetto d'un diametro. 

L' area della zona elementare essendo come so- 
pra 1 wz dz y il momento di essa rispetto del dia- 
metro risulta (5 io) tci^ d z. Quindi integrando , e 
poi mettendo z =: a , sara il cercato momento 

4 4 

Che se volessimo il momento d'inerzia deUo 

stesso cerchio rispetto d' un asse paiullelo al diame- 
tro , e distante, da esso per T intei-vallo kf questo 
larebhe (3o4) 

i sr «♦ -f. 5r a* ^* =7 Ma' -f- M k\ 
4 4 

5i3. Coroll. VI, Si cerca il momento d'inerzia 

f un parallelepipedo rettangolo , i di cui lati sono 
I, fc , e , prendendo per asse il lato e. 

Si prendano i lati rt, h^ e per assi delle x^y^z^ 
«wrà l'elemento del solido d x dy d z^ ed il qua- 
drato di sua distanza dall' asse e sarà x* -|- y*. Il 
fomento d'iner/Ja sarà dunquey( x* +y^) dx dy d z. 



\ 
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E qui integrando successivamente per rapporto a 
ciascuna delle tre variabili x ^ y y z varrà 

^x^y z + ^xy^ 2; 

poi compiendo l'integrale col porre x^iza^ yzz.h, 

z::=zc verrà ■= a ^ e ( a" -|- ^* ) o sia - TJf ( a* -f- A*). 

Che se l'asse , sempre parallelo al lato e , pas- 
sasse pel centro di gravità del parallelepipedo y si 

avrebbe — M ia^-^b*), 
12 ' 

5i4* CorolL VII. Sì cerca il momento d' inerzia 
d' un solido nato dalla rotazion d' una curva , ri- 
spetto dell'asse di rotazione. 

Sia R A B! \b. curva che rotando attorno l'asse 
A C produce il solido; sia A Cz^.x^ C R =:^> e 
prendasi per elemento del solido la falda intercetta 
tra il cerchio R ff corrispondente all' ascissa x , ed 
il prossimo corrispondente all' ascissa x + d x. Il 

momento d'inerzia di questa falda è (5ii) - ry^dx; 

onde ^ello del solido sarà = - ^Jy^ d x. 

5i5. CorolL Vili. Applicando questa formola al 
cilindro , al cono , alla sfera nascono i valori se- 
guenti del momento d'inerzia 

i.^ Pel cilindro , ^sendo a il raggio della ba^ 
se 9 Z^ la lunghezza 

2 2 

2.^ Pel cono 9 essendo a il raggio deUa base , 
b la lunghezza 
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IO IO 

5.^ Pel / semento sferico , essendo a il raggio , 
X k saetta 

\ 5 2 IO J 

4«® Quindi per V emisfero 

e per r intero gloho 

3i6. Corolla IX. Vogliasi ora il momento del so- 
lido di rivoluzione riferito non più all'asse CAy ma 
bensì ad un asse perpendicolare sl C A y e condotto 
pel' vertice C, 

"La falda elementare intraccliiusa fra le ascisse 
X , X '^ d X può aversi per un cerchio di raggio y 
distante dall'asse per intervallo jc, ed è la sua 
massa Mzzz^y^ dx. Quindi il suo momento ele- 
mentare (3i2) sarà zi: j vy^dx -|- wx^y^d x , ed 

il momento totale j ^Jy'^ dx-h ^j x* y* d x. 

Che se V asse passerà non più per il vertice C, 
ma bensì pel centro di gravità del solido , allora 
chiamando X l'ascisse del centro di gravità, ed M 
la massa del solido, avremo il momento d'inerzia (5o4) 

7 nfy^dx -+- irfxydx — M X*. 

Si 7. CorolL X. Applicando quest' ultima formola 
al cilindro, al cono ed al globo si hanno i seguenti 
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valori pel momento d' inerzia di questi solidi rife- 
rito ad un diametro condotto pel loro centro di 
gravità perpendicolarmente all' aise di rotazione ; 
ritenendo le denominazioni dell'art. 5i5. 

i.° Pel cilindro, ^ = -• M a* -f- -i- il/ Z»» 

I 12 

2.^ Pel cono, S=:~ Ma^-^^ M b' 

20 80 

3.^ Per l'emisfero , S—^Ma* 

320 

4.^ Per l' ellissoide , essendo a il semiasse di 
rivoluzione , ^ il semiasse conjugato , il momento 

d'inerzia rispetto del primo h S zz: ■= Mb* ^e rispetto 
del secondo h S = ^M {a'-hb^Y 

GAP. XVII. 



Degli Assi principali. 



3 18. rliFERiTo il sistema a' tre assi ortogonali 
( Fig. 33) OX, O Y,OZ delle coordinate x,y, z 
chiameremo d M Y elemento della massa , e ferano 
per brevità 
Jx'dM = J; Jy^dM = B 'y fz''dM=C 
JxydM = D ; J xzdM = E ; j yzdM = F 
onde il momento d'inerzia del sistema rispetto del- 
l' asse O X sarà J (y* + z^) d M =, B ^ C , e così 
i momenti d' inerzia per gli altri due assi O ¥, O Z 
saranno A 'h C ; A -h B. 
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3 19. Pro/x>jfizwne I, Dati i momenti d incnsìa 
pei tre assi O X , O K , O Z ^ trovare il momonto 
d'inerzia per lui asse qn^ilimqiic O G condotto per 
l'origine O, 

Sia O F la projeaouc dì O G sul piano .V O K, 
e siano gli angoli XO F:^p, FO G^q, Sia nel 
punto /!/ l'elemento d M determinato dalle eooixìi- 
nate O P = jc, P ^ =:^ , (> /!/ = 2. G>ndotta sul 
piano X O Y hi Q R perpendicolare ad O F, mu- 
tiamo le coordinate^ facendole O R^zx'^ RQ^^y^ 
Q M = 3'. E sarà 

x' =z O Q COS. {P O Q — ^ ) = j: cos. p -f-^ sin, p 
y zzz O Q sin. (P O Q — p) -=. y cos. p — x sin. p 



s/ = z 



Compiasi il l'ettaugolo R Q M T ^ si conduca 
la T S perpendicolare ad O G ^ e compiuto ancora 
V altro rettangolo M T S K, mutiamo di nuovo le 
coordinate, facendole OSz=.jc" ,S K-=^y\KMz=^z". 
E sarà 
x" =z O Tcos. ( /? O T—q ) =y cos. 7 + 5' sin. q 

z^' =0 T sin. { RO T—q)=zz' cos. — x^ sin. </ 
Sostituendo quivi i valori precedenti di x', y, z' 
e poi ricavandone il valore di y* + z"*, avremo 
il momento d' inerzia per F asse O G ; il quale se 
dicasi r , tix)veremo 2 =/( /' ' -f- 3' ' * ) // il/ = 
A (sin. ^"-f- COS. ^' sin. q^Y-^-B (cos. ^* -4- sin. ^*sin. q* ) 
-4- r^ cos. q* — 1 D sin. p cos. /? ros. (7* 
— 1 E COS. ^ sin. q cos. 7 
^ — 2 F sin. /? sin. ^^ ros. <7. 

520. ComWtrio, Cogli stessi dab' si potranno pur 
calcolare le somme j j}^ y" d M , J x" z" d M ; e 
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confrontando i valori di queste somme col valor 
ti'ovato di 2 , si vedrà essere 

•^ *^ 2 COS. q \d pj 

321. Proposizione IL Fra tutti gli assi condotti 
per r orìgine O , trovare quel!' asse O G cui com- 
peta il momento d'inerzia massimo o il minimo. 
Sciogliesi questo Problema colle due equazioni 
fd S\ fd S\ 

Di&renziando adunque il valore di S (5 19) sepa- 
ratamente rispetto alle due variabili p y q , ed egua- 
gliando a zero entrambi i differenziali, avremo due 
equazioni per determinare i due angoli p , q die 
fissano la posizione dell' asse ricercato. 

Eliminando q , rimane per determinare 1' an- 
golo p un equazion cubica assai complicata , che 
avi'à questa forma (•) 

J^ tang. p^ B' tang. p^ -h O tang. p 4- 27 = o. 

522. Coro IL L Quest' equazione , siccome cubica , 
avrà certo una radice reale. Dovrà anzi averne due; 
poiché essendo il momento d' inerzia per. ogni asse 
quantità positiva , se v' ha un asse che dia il mo« 
mento massimo , dovrà per necessità esseme un al- 
tro che dia il minimo ; e viceversa. Che se due ra- 
dici sono reali, non potrà non esserlo anche la terza. 
La nostia equazione avrà dunque tutte tre le radici 
reali ; e però indicherà, generalmente parlando, tre assi. 

• 

(*) F, Euler. Theorìa motus corporum solidorunt, art.438« 
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525. Coroll, IL Ma non a tutti tre questi assi 
potrà convenire la qualità del massimo , o minimo 
momento; che anzi se uno dà assolutamente il mo- 
mento massimo , e Y altro minimo , il terzo non 
potrà dare né V un ne V altro. E già è noto che 
dall' essere il differenziale d^ una funzione eguale a 
zero , non sempre si conchiude il massimo o il mi- 
nimo. 

Bensì convenga a tutti tre gli assi la proprìetà, 
che il differenziale del loro momento d' inerzia è 
uguale a zero; vale a dire che un minimo cangia- 
mento nella situazione dell'asse per qualunque ver- 
so , non cangia punto il valore del momento d' i- 
nersia.. 

524« Coroll, III. Portano questi assi il nome di 
Assi principali del sistema. Asse principale è dun- 
que quello per cui il differenziale del momento d'i- 
nerzia è nullo. E si vede che per ciascun punto del 
sistema ponno condursi tre assi dotati di questa pro- 
prietà. 

525. CorolL IV, L'equazioni ( 77" )=^^m j~ 

per le quali si determinano gli assi principali , 
traggon seco quest'altre due {^10) j oc" ^ dM'zi^Oy 
J 3/^ 7/' d M z=: o. Dunque ogni asse principale ha 
questa proprietà , che se in esso si prendono le 
ascisse x , sarà J xy d M :=: o , fx z d M :=z o, E 
viceversa. 

326. Coroll. V. Se il sistema è simmetrico attorno 
1 asse O G , sarà O G un asse principale. 

Poiché prese le x sull'asse O G, per ogni ele- 
nento d M determinato dalle coordinate x ^y ve 



)=» 
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Ora è COS. p cos. q = cos. G O X^rz aos.^ 
sin. p COS. q s= cos. G O X r= cos. g 
sin. 9 = COS. G O Z zz: cos. /i. 
Dunque ec. 

35a. CorolL L Poiché i tre assi principali sono 
ortogonali sarà 

COS./* +COS. g* 4- COS. h* = I. Onde dei tre angoli 
figih bastano due per fissare la posizione dell' as- 
se O (7. 

553. CorolL II, Quindi il valore di S può espri- 
mersi anche in questa guisa 

X == ^' — ( ^' — iS' ) COS. g* — ( ^' — C) COS. A»; 
ovvero 

:z:=,a + (A'—a) cos.f + ( ^' _ ^ ) cos. g^ 

Sia jf ^ B' ^ O : apparisce tosto che sarà 

A' ^^^ O, Onde si conferma che il momento 

d' inerzia d' ogni asse è compreso fra il massimo A* 

ed il minimo O competenti a due assi principali. 

554. CorolL III. Può avvenire che fra i momenti de- 
gli assi principali ve ne siano due eguali fra loro. 
Siano questi i momenti degli assi O Xy O Y y onde 
sia A' = B'. Allora diventa 

2 = ^' ( I — COS. h^) -f- O COS. h*^ 
il qual valore viene = A' quando h = 90.® Diin- 
que tutti gli assi condotti nel piano XO Y avranno 
eguali momenti d'inerzia. 

555. CorolL IV, Può anche avvenire che i mo- 
menti degli assi pnncipali . siano tutti tre eguali fra 
loro; onde A* :=zB' ':n O. Allora diventa S := ^, 
e tutti gli assi hanno lo stesso momento d' inerzia. 

556. CorolL V, Di qui si vede che gli assi prin- 
cipali che pqnno condursi per un punto qualunque 
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dd sistema, sono sempre o in numero di tre, o in 
numero infinito. 

55^. Scolio, Per le cose sin qui dette agevolmente 
si ravvisano gli assi principali delle figure più sem- 
plici. Nel parallelepipedo rettangolo gli assi princi- 
pali condotti pel centro di gravità sono tre rette 
parallele ai lati. Nella sfera ogni diametro può aversi 
per un asse principale. Nel cerchio, così per la pe- 
riferia , come per Y area , uno degli assi principali 
è una retta elevata sul centro normale al piano del 
cerchio; gli altri due sono due diametri qualunque, 
die si taglino ad angolo retto, poiché' ogni diame- 
tro essendo similmente posto rispetto al cerchio, ha 
egual momento d'inerzia. Similmente nei solidi di 
rivoluzione , V asse medesimo di rivoluzione è uno 
de' principali , e gli altri due sono due rette qua- 
lunque perpendicolari all' asse , che si taglino ad 
angolo retto. 

GAP. XVIIL 

Del modo d'un sistema rigido 
attorno un asse immobile, 

338. jyiEmiiE un corpo o .un sistema rigido si 
rivolge attorno un asse immobile i, ciaschedun punto^ 
descrìve la periferìa d'un circolo clie ha il suo cen- 
tro nell' asse , ed ha per raggio la distanza di quel 
punto dell' asse medesimo. Quindi le velocità con- 
tempoi*anee di diversi punti sono proporzionali alle 
loro distanze dall' asse. La velocità di quei punti , 
la distanza de' quali dall' asse è =: i , dicesi P^elo" 
cita angolare della rotazione. 
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Conosciuta la velocità angolare , si conosce la 
velocità di ciascliedun punto del sistema. Sia la ve- 
locità angolrfre = o) ; la velocità d' un punto o" de- 
mento distante dalF asse di rotazione per V inter- 
vallo r sarà = r « . 

559. Proposizione I. Se un corpo mobile attonio 
un asse venga sospinto da una forza agente in nn 
piano perpendicolai^e a quell'asse, esso corpo inco- 
mincerà a rotare con velocità angolare eguale al 
momento deUa forza diviso pel momento d'inerzia del 
corpo ; riferiti ambo i momenti all'asse immobile. 

Sia Fla forza; a la distanza della sua direzione 
dall'asse; S il momento d'inerzia del corpo rispetto 

aF 

a quell'asse: sai*à la velocità angolare m := -— . 

Dim. Consideriamo un elemento d M posto alla 
distanza r dall' asse di rotazione. Avendo quest* ele- 
mento in virtù della forza F concepita la velocità 
r 0) , e quindi la forza r a d M ^ se esso girasse in 
senso contrario, e lo stesso pure facessero tutti gli 
altri , il complesso di queste forze elementari do- 
vrebbe (5oo) far equilibrio coUa forza F, Quindi la 
somma de' loro momenti di rotazione dovrebbe (108) 
esser ugnalo al momento a F della forza F, Ma il 
momento della forza dementare r w d M h:=zr^ w d Ilf, 
e la somma di questi momenti hz:zMfT*dM::::<oS, 
Dunque dev' essere o)S:=:nF, onde ec. 

340. Caroli, /. Se la forza F dopo il primo ìdh 
pulso resta d' agire , seguiterà il corpo tuttavia a 
rivolgersi intorno all' asse uniformemente e perpe- 
tuamente colla velocità angolare testé determinata. 

Ciò risnlta dall'art. 254- 



DEL MOTO. l{3 

541. ComlL IL Ma se l'azione della forza F è 
coiitiiiua^ il moto rotatono sarà accelerato, ed avrassi 

dM _aF 

Dim. Sia d(sì Y aumento che riceve la velocità 
angolare iiell' istante d e , U aumento della velocità 
cbe riceve l'elemento dM sarà r d « ^ onde sarà la 

sua forza acceleratrice ( 2o3 ) — ;— . e la sua foi*za 

^ 'di 

motrice -z . Jtu volte tutte queste forze m 

senso conti*ario debbono (5oo) equilibrarsi colla for- 
za F, onde la somma de' loro momenti di rotazione 

dovrà essere =: a/^. Quindi--j-^r"t/ilf=:--7-— =;aF. 

54^. Scolio. Cerchiamo ora gli sforzi che sostiene 
V asse sopra cui il corpo s' aggira. E prima consi- 
deremo gli sforzi che sostiene nel primo spostarsi 
del corpo per cagione dell' impulso comunicatogli 
dalla forza F, appresso quelli che sostiene nella 
continuazione del moto per cagione del moto stesso, 
ed indipendentemente dalla forza che lo ha prodotto. 

345. Proposizione IL Determinare gli sforzi che 
Tasse sostiene per l'impulso della foi^za F, 

Sia r asse di rotazione O Z fisso ne' due perni 
My N (Fig. i5 ). Biferiama il sistema a tre assi 
ortogonali ; prendiamo O Z per asse delle z , e gia- 
cendo la forza F nel piano delle x , y sia 1' asse 
delle X perpendicolare alla direzione di essa forza F. 
Siano O 3Iz=z ( , OiV=i:^le ordinate cbe deter- 
minana la situazione dei due perni. Si consideri un 
elemento qualunque d M cui rispondano le coordi- 
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nate Xy y, z ; la sua distanza dall' asse O Z sar 
J/ (x* 4-y*) ; quindi la velocità z=: i» |/ (x!^+y*) 
e la forza :=:, tt d M ]/ ( x* -f-y* ). Questa forza « 
diretta secondo la tangente del circolo che qiie 
punto rotando descrive , prolungata da quella parb 
verso la quale si fa la rotazione. Quindi risolven- 
dola in due , 1' una parallela alle x , V altra alle y 
si troverà la prima = — a y d M , la seconda 
:z=, Qù X d M, Adunque la somma o risultante delle 
prime sarà = — ^fy d M, e delle altre:=:é»fxd31. 
Rivolte queste forze in conti-ario debbono (3oo) 
equilibrarsi colla forza F la quale per ipotesi agisce 
secondo le y. Pertanto nel nostro sistema Lawi 
equilibrio tra la forza oify d M diretta secondo le j:, 
e la forza F — t^fxdM diretta secondo le y. 

Ciò posto y chiamando p y q le pressioni che 
sostiene il fulcro M nel senso delle x ed ^ ; e si- 
milmente f/y q' le pressioni che sostiene il fulcro A, 
sarà ( 129) 

P'\-}i -:=:,« jydM\ q '\' q' •==, F — a> f x d 31 
p^-hp^?—^fyzd3f; qZ-^q' (!=:— é^fxzdM 
onde potranno determinarsi gli sforzi richiesti. 

544* Scolio /. Se la forza giacesse in un piano 
obbliquo all' asse O Z, fa d' uopo risolverla in due, 
r una parallela ad O Z ^ e 1' altra F situata in un 
piano perpendicolare ad O Z. La prima di queste 
forze produrrà ulteriori sforzi contro i perni My N 9 
ì quali dovranno determinarsi come all' art. i5i ed 
aggiungersi a quelli provenienti dalla F, 

345. Scolio II. Gli sforai che V impulso deliii. 
foi-za produce nel primo spostarsi del corpo vengono 
t(jstaniente elisi dalla resistenza de' perni M , ìY* 
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Non cosi avviene delle pi*es8Ìoui che nascono dalla 
rotazione del corpo; queste durano quanto dura la 
ix)tazione medesima. Noi ne determineremo il valora 
colla segfuente 

546. Proposizione III. Determinare gli sforzi die 
sostiene l' asse- durante la rotazione del corpo. 

Descrìvendo ciascun elemento d M la periferìa 
d' un circolo che ha per raggio |/ ( x' -f- j" ) , 
la sua forza centrifuga sarà espressa ( 260 ) per 
m* d M y ( jc' -h jr* ). Questa si esercita secondo il 
prolungamento del raggio stesso. Risolvendola in 
due forze pai'allele ad jc , y y queste risultano 
m* X d M , m^ y d M,' Il complesso di queste foncé 
viene sostenuto ed equilibrato dalla insistenza de' 
perni. Quindi chiamando p , {/ le pi'essioni sostenute 
dal perno M secondo JC y y ; e p' y q' quelle del 
perno iV, sai'ù ( 129) 

P'\-p^ =.^*JxdM'y q + q' =,m^JydM 
pZ^pf^zi^yjxzd VI; ryC-f- q' ^=^*Jy z d M 
onde poti^nno determinarsi le richieste pressioni. 

547. CorolL I. Se 1' asse O Z h uno dei ti'e assi 
principoh che passano pel centro di gi*avità del coi^ 
pò, i perni non sosterranno pinssione veruna. 

Imperocché per essci*e OZ un asse principale 
avremo (SaS) j x z d M ^='Jy z d M — o; e perchè 
il centro di gravità trovasi sull' asse. O Z avi*enio 
ancora (56) j x d M =^Jy d /!/ = o ; onde ec. 

348. Covali. II. ^e O Z e bensì un asse princi- 
|>ale9 ma non passa pel centro di gravita, allora 
basta un solo perno " per* sostenere l'asse di rotazione. 

In fatti si collocìii T origine delle ascisse nel 
perno M. Avremo Zz=lo,Jx z d M z^Jy z dM:=,o. 
Tom. I. IO 
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Fati» questo sostituzioni trovai»i ^ = 09 4^ = p , 
onde il pei'np N non sosterrà pf^Qssione alcuna; 
l'altro perno M sosterà le pcessioni p — ^^Jx 4 M\ 
(/ :=L «f^ f y d M. 

; .. . l . 

GAP. XIX . 

\ 

pel Centro di percossa. 

'549. Jlhofosjeione /. Rotando uii corpo attorno 
qualcuno de- suoi- assi principali, determinare la n? 
multante delle forze deinentari. 

Sia M RD ( Fig. 54 ) là s^one del corpo ro-. 
tante attorno l'asse C V ^ fatta mediante un piano 
normale a quest*^ asse e condotto pel centro di ^^, 
vita G, Sia M la massa del corpo, S il mom€>nto d'i» 
ne^ia rispetto delibasse (7f^, o) la veloci là angohi-; 
l'è, e finalmente l'intervallo CG=zk. Prendasi Cf^ 
per- ass^ delle z , il piano ìH RD sìa il piano deUfl 
X 5 ^ e la C tr sia Y asse delle x. 

Risolvendo la forza dell'elemento dM secondo 
le j: 5 j^ la risultante delle forze parallele alle .x 
sarà =;: — « fy d M ^ e la risultante delle fonsei 
parallqle alle y sarà = « Tx d! il/ (343). Queste 
risultanti cadono entrambe nel piano M RD ; poi- 
cliè i loro momenti (55) rispetto di questo pianp 
debbon èssere; uguali alle somme de^ momenti dcjle 
forze , cioè a- — «r Jy z d M , ^ J x z d M eà e^ 
sendo C V un asse principale abbiamo ( 5a5 ) 
j y z d 3Izzz f X z d M ZZZ.O, Di più chiamando 
_Y, K le cooiilinate del centro di giiività', abbia- 
mo (5o) Jx d M = M X, Jy d M = M Y, Ma qui 
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per costfuzione h J!f sr ky K =; o. Dunque la risul-* 
tante parallela alle x è nulla ; F altra h zzi 31 k it>^ 
ed è perpendicolare a CG. 

Determineremo il punto Q nel quale lu dire» 
a6ne di questa- forza taglia la -C ^ , awei-tendo di 
nuovo 5 che il momento di ciascliedima delle due 
risultanti parallele alle x ed alle y risjK?tto ai piani 
delle coordinate dev' essere uguale alla somma dei 
momenti delle componenti. E quindi per le forze pa- 
lallele alle x abbiamo o zz: ^Jy* d M^ e per quelle 
parallele alle y abbiamo M k é» . C Q:zz.(!ù J x* d M, 
Sommando queste due equazioni viene 

Mkio.CQzzKtìJix^-hy*) dMi=^u)S. 

S ., , 

Onde C Q z^ -jjt • Con ciò resta pienamente deter- 
minato nella quantità e nella posizione la cercata 
risaltante delle forze elementari. 

55o. Proposizione IL Nel coipo rotante attornio 
un asse principale Uavvi un punto per citi passa la 
risaltante di tutte le forze elementari , qualunque 
siasi la posizione del corpo rotante, e qualunque 
siasi la velocità della rotazione. Questo punto dicesi 
Centro di percossa, 

Dim. Nel piano M R Z> normale all'asie C P^ e 
condotto pel centro di gravità G del corpo, si con- 
duai la C G y e si prolunghi in Q tanto die sia 

S 
C Q = -TTT* «S^^*^ Q ^ centro di percossa. Per .esso 

infatti passerà (349) ^^ risultante delle foize elemen- 

S 
tari ; e siccome 1^ formola -rrrrr che ne determina 
' Mk 

il sito , non contiene ne «> , riè F , riè <i , né verun 
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elemento dipendente dalle situazioni che il corpo 

prende girando , vedèsi che la sopraddetta risultante 

passerà costantemente pel punto Q. 

55 1. Corali. L II centro di percossa è sempre jnu 

lontano dall' asse che non è il centro; di gravità. 

Poiché il momento d' inerzia rispetto d' un asse 

che non passa pel centro di gravità è sempre mag- 

S 
giore di Mk' (3o4); quindi Tfr^^y o sia CQ'^CG. 

55a. CorolL IL Se il corpo è spinto a rotare da 
una forza F agente nel piano M R Dy perpendico- 
lai'e alla C G, e che passi pel centro Q di percos- 
sa, L'impulso di questa forza non produrrà veruno 
sforzo contro i perni che sostengono 1' asse di rota- 
zione. 

Ciò risulta dalle formqle dell'art. 345. Poiché essen- 
do nel caso nostro Jj^ zdM '^^fx z d M:::zfy dM:zio; 
e JxdM:=.Mhy avremo /? -f-p'z^o, pi+p' {'iso, 
qC+g' ? = o', e q-hq'^F—Mk^. Ma (SSg) 

• zz — , e qui abbiamo per ipotesi a^zCQz::zrrrT > 

F 
onde w = — , , ossia F — M k m 'zzz o. Dunque air- 

cbe ijr -f- ^' = o , onde ec. 

CAÌP. XX. . 

Pel Centro d' oscillazione, 

355. Jlendolo composto è un corpo o un siste- 
ma di forma invariabile che abbandonato alla sola 
sua gravità oscilla attorno d'un asse orizzontale. 



/ 
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Differisce dal pendolo semplice , nel quale o 
non si considera massa alcuna, p questa tutta in un 
solo punto supponesi concentrata*. 

354. Proposizione, Nel pendolo composto havvi 
un punto in cui se tutta la massa del corpo o8cil« 
lante si supponesse concentrata, rìducendo così il 
pendolo composto ad un pendolo semplice ,le a-^1- 
lazìoni di questo sarie1)bono isocrone ^a quelle dd 
pendolo composto. Questo punto- dicesì Centrò d' o- 
scillazione, 

Sia M RD la. sezione del pendolo oscillante per 
la gravità g attórno l'asse oriiszontale Cf^, la qxidì 
sezione sia fatta mediante un piano perpendicolare a 
CP^j condotto pel centro di gravità G, Declini la 
retta C G dalla verticale C T collangolo GCT^^. 
Ritenute le denominazioni precedenti , egU è chiaro 
die siccome tutto il peso del sistema può conside- 
rarsi raccolto nel suo centro di gravità G , sarà la 
forza che fa rotare il sistèma z=.M g, ed il suo mo- 
mento rispetto dell' asse C V sarà M gk sin. (p ; on- 
de (541) il moto oscillatorio del pendolo composto 

% 1 . . V n» . à m Mgk sin. (p. 
sarà determinato daii equazione -^ — n^ ^i 

Ora si prolunghi la GC in Q , tanto che sia 

CQ zi^-rr^y e nel punto Q suppongasi concentrata 

tutta la massa 3f. Allora diverrà k z^ C Q y 

ed S ^z M . C Q* ; ed il moto oscillatorio sarà re- 

- ^ , „, . do) Mg sin.^s CO 

golato dall equazione --r— = — ^ — m» ' ° ^*^ 

_^ = €±^; o sia, poiché CQ^^^, dall' e- 
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d M Me Arsin. ^ -, 
quazione -j— = — - — ^i • Ma questa equazione 

è identica alla precedente. Adunque il moto oscil- 
latorio del pendolo semplice C ^ è lo stesM) die 
quello del pendolo coipposto. 

355. Corali. I. Trovasi dunque il centro d'oscil- 
lanone in un modo tutto analogo à quello col quale 
ri trova , .quando ha luogo , il centro di percossa. 
Tagliasi il corpo mediante un piano normale all'an- 
se,, e condotto pel centro di gravità , e sulla retta 

S 
C G prolungata si piglia C Q •=. —-7. Sarà C Q la 

jrl A 

lunghe2zÌ3i del pendolo semplice isocrono al pendolo 
composto. 

356. Corotl. IL Di qui si ha un modo facile di 
trovare meccanicamente il momento d* inerzia d* un 
corpo comunque irregolare. Facciasi oscillar questo 
corpo per archi minimi attorno d' un asse orizzon- 
tale , e contando le oscillazioni fatte in Ud deter- 
minato tempo, si troverà facilmente il tempo d'ogni 
mezza oscillazione , e quindi per la formola del- 
l' art. 284 si conoscerà la lunghezza C Q d'un pen- 
dolo semplice isocrono. Poscia l'equazione S:=zMk, CQ 
manifesterà subito il valore di S riferito all' asse di 
rotazione. 

55^. Corali. IIL Cercasi ancora il centro d'oscil- 
lazione delle linee e figune geoitietriche , supponeo- 
tlole gravi ed omogenee. Giiamereniò sempre A la 
distanza del centro di gi*avità dall'asse di rotazione^ 
ed L la distanza del xrentro d'oscillazione dallo stesso 
asse. Ed avix^mo 
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I.® Per una inetta di liiDgliez'à a clic oscilli 
sospesa dall' estimino superiore 

_ a - I 

2.^ Per un parallelepipedo rettangolo di lati 
à, &,' e sospeso da un asse che biseca la hase su- 
periore b e, èssendo parallelo al lato e 

Z=-. ^ — —f'-^ji 

o a o a 

n qtial valore , se il lato h è strettissimo , coincide 
con quello die appartiene alla- linea retta. 
3.** Per una sfera di raggio a 

j. , 2 flr' 

5 k 
4-^ P^ ^"^ segmento sferico , essendo a il rag- 
gio , X la saetta 

2,1 I , 

— a a X -^ X 

-, or 3 a IO . 

• Z = A- -4- y . 

A' I • 

a — — a? 

Pfer una lente composta di due segmenti sferici 
uguali^ il valoi*e di ^ *è lo sti^ssa 

mio. Corali. //^'. Ecco una regola utile per tro- 
vare il centix) d' oscillazióne d' un sistema , quando 
si conoscano i centri di gravità , e i centri d' oscil- 
lazione delle singole parti. Siano M\ 7^/", M"^ ec. le 
masse che formano il sistema; A', A", V ec. le di- 
ttarne de' loro centiù di gravità dall' asse comune di 
.rotazione; /', /", V" ec. le distanze de' loro centra 
d'oscillazione da quell' asse : sarà 

J/' A' /' + M'f ìf' V +71/'" A"' /'" ec. 



L = 



M» A' -4- Tli" A'' -4- ]\V' A'" ec. 
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s 

In fatti essendo L = -rr « vede die il mc>- 

Mk 

mento d'inerzia della prima massa sarà M* V V . e 

cpiello della seconda iW" //' V ec. ed il momento 

d' inerzia di tutto il sistema non altro essendo che 

la somma de' momenti d' inerzia delle sue parti , 

^vk M' V r 4-'M" V V -h M"' V" V" ec. Altron- 

de per la proprietà del centro di gravità (55) è 

Mk=:M'hf-\-M"V'^^Mf''V'/ec. Dunque ec. 

359. Corali, V, Il centro d'oscillazione non è un 
punto unico nel sistema. Se per Q si conduce la 
retta orizzontale Q V^ parallela all'asse C V , ^ ma- 
nifesto che ciaschedun punto di questa retta Q V 
oscilla precisamente come il punto Q, Dunque tutti 
i punti della X^ V^ sono centri d' oscillazione , e 
quindi dicesi la ^ ^ Asse de' centri {^oscillazione, 

360. CorolL FI. V asse de' centii d' oscfllazione , 
e r asse di sospensione si corrispondono reciproca- 
mense l'un l'altro, così che se Q F^ divenisse l'asse 
di sospensione , C V diverrebbe 1' asse de* centn 
d' oscillazione. 

In fatti siè Q V diventa' T asse di sospensiooCj 
diventerà Ar =;: ^ G ; ed il momento d* inerzia riffr 
rito al nuovo asse Q. V si troverà per 1* art. 5o5 

z=zS — M(CG*—QG') 

:^ S — M ( C G -^ Q G ) ( C G — Q G) 

— S — M.CQ.CG-^M.CQ. QG. 
Ma avevamo S :=: M . C Q . C G '^ dunque il mo- 
mento d' inerzia si riduce ad M , C Q . Q G ; ónde. 

il che ec. 
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GAP. XXI. 



Movimento iniziale d* un sistema rigido e libero, 
sollecitato da una data forza, 

■ • ■ • . 

36 1. J j fT K W DE REMo quel che ddbba avvenire ad uh 
coqx) , o qualunque altro sistema rigido •sollecitato 
da più forze , sé prima avremo conosciuto ciò che 
^i avvenga ove sia investito da una forza sóla. E 
qui convìen distinguei^ due casi , potendo la dire- 
acne della forza passare pel centro di gravità del 
sistema o non* passarvi. 

562. Proposizione I, Se la direzione della forza 
passa pel centro di gravità , il corpo ne concepirà 
un moto progressivo con dii'ezione parallela a quella 
della forza. 

Poiché passando la forza motrice pel centro di 
gravità , essa poti'à risolversi in più forze eguali e 
parallele , applicate a ciascheduno degli elementi 
eguah del sistema. Che perciò si moverà non altri- 
menti che se ognuno de' suoi elementi fosse animato 
da forze eguali e parallele : avrà dunque rhòto 
progressivo. 

365. Proposizione IL Nel caso dèlia Proposizione 
precedente la velocità del corpo sarà eguale alla 
forza sollecitante divisa per la massa del corpo stèsso. 
Sia M la massa,- jPla forza impellente. Risoluta 
la forza F in tante forze elementari eguali é pai'al-^ 
lele , quanti sono gli elementi eguali della massa , 
^gli è dnaro che siccome la somma di tutte queste 
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forze elementari dev' essere = F, ed il lavo liunie^ 

F 
ro zz: M , così ciascheduna di esse sarà = rrr. 

M 

F 

Quindi (io) sarà la velocità £i = -Trj. 

564* Proposizione III, Se la diredóne della forza 
non passa pel centro di gravità , il . còrpo còrncepinr 
simultaneamente due moti: l'uno progresnyo' coinè 
se la forza passa^^ pel centrò di gravità ; 1'. altro 
rotatorio attorno del centro di gravità come ^ cpe- 
stro centrò fosse immobile. 

Sia MRD ( Fig. 55 ) la sezione del corpo me- 
diante un piano che passi pel suo centrò di gra* 
vita G y e per la direzione della forza impdlente ; 
la qual fòrza sia A P, h, questo piano intendasi 
eretto ini G r asse perpendicolare G A» 

Ckmdotta la G ^ normale via A P ^ e presa 
G B z=: G A , s' intendairio applicate nel punt^ B le 
due forze opposte ^ Q , B S ciascuna eguale alla 
metà della ^ P. E la forsÉa A P % intenda divisa 
nelle due eguali A K ^ KP.. 

Così ^lla forzai AP ponno sostituirsi le quattro 
foiTiC uguali A K, BQ , KP , B S. Ora la risul- 
tante delle due prime A K , B Q passa per G , è 
parallela ad ^ P , ed è eguìEde- ad A K 4- B Q o 
sia alla A P medesima. Adunque per le due forze 
A K y B Q lì corpo . si movenza non alti^imenti cbe 
se la forza A P passasse pel cènti-o G* 

Le altre due forze K P.^ B S tendono pa- 
lesemente ad aggirare il corpo attorno l'asse 
GX nel senso della forza AP ^ e col momento 
KP. GA^BS.GB. E qui essendo GB=GÀ, 
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5 KP + B S •=! A P , qiiesto momento diviene 
AF , A 6r > die è appunto il momento della fcurza 
A P per aggirare il corpo attorno G X, Adunque 
per le due forze K P , B S il corpo roterà attorno 
l' asse G X come farebl>é per la sola forÈA A P se 
qodl' asse fosse immobile* * 

365. Proposizione IVi Nel caso della Propósizion 
pieoedente, la velocità, del moto progressivo ^ Ugua- 
le alla forza impellente divisa per la massa . del cop- 
po ; là velocità angolare di rotazione è uguale al 
momento della forza diviso pel momento d' inerzia 
fel corpo t riferiti entrambi i momenti all' asse di 
rotazione G X. 

Sia la forza movente = jP; la massa del corpo 
s ^ ; il suo momento d' inerzia =: aS* ; la distanza 
A G^z if; la velocità del moto progressivo = m ; 

F 

la velocità aneolare =— w. Dico die sarà i/ =: -— r ; 

M 

a F 

Dim. il nlotb progressivo è lo sUisso (564) ^^'^ 
« la forza F passasse pel centro di gravità; Dun- 

qoe (365) « = |-. 

Il moto rotatorio pure è lo stesso (564) ^^^ 
« la forza F rotasse il 'Coi^ attorno 1' asse G X. 

Cinque (SSg) » =—— . 

566. Coroll. /. La velocità dd moto progres- 
sivo sta alla velocità angolare di imitazione come 

¥ a F 

"pad — ^1 — o sia comfe iS* ad a ^. Quindi agevol- 
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mente si scioglie il seguente Problema. Cercasi in 
qual punto debha spingersi un corpo dato , affindiè 
prendendo esso contempoi*aneamente i due moti pro- 
gressivo e rotatorio , stia la velocità àA primo a 
quella del secondo in ragion data di m : ft . 

. Dovrà essere m: n : : S : a M; onde a = — -rr- . 

m M 

GonveiTà dunque cbe la direzione della forar im- 
pellente sia distante dal centro ^ gravhà dell' in- 

.^ n S 
ter\'allo — r= . 
mM 

367. Corolt, IT, Sulla retta A G prolungata al 
di là di O liàvvi un tal pimto G cbe per un dato 
istante sta fiermo ; poicbè quanto s^ avansèrebbe pel 
moto progressivo , altrettanto retrocede pel mote 
rotatorio. Questo punto diiamasi Centra di ^pontth 
nea rotazione. 

Difatti la velocità di ciascuu punto del corpo 
è la risultante delle due velocita progi'essiva è ift- 
tatoria cbe gli competono. Ora pei punti situati 
sulla retta A G B \e due velocità sono cospiranti 
od opposte. Sia sulla A B un punto posto a distan- 
za r dall' asse ; sarà la sua velocità m it r « ; var 
lendo il segno -f- pei punti cbe cadono da G vei'so 
^ , ed il segno — ■ pei punti cbe cadono da G vei'- 
so J?. Pei' questi ultimi adunque essendo la velocità 
u — r tó , essa diverrà nulla in quel punto ove 

r=— o sia :=; — -r. Quindi presa GCz=, — rr» 

sarà C il centro di spontanea rotazione. 

368. Coroll. IIL Di qui si deduce clie il doppio 
moto onde il corpo è animato può per un istante 
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riguardarsi come un semplice moto rotatorio attorno 
un asse pai*allelo all' asse G X y e distante da esso 

della quantità — . 

« 

E viceversa se il corpo non avesse che un sem* 
pltce moto rotatorio attorno un asse qualunque, del 
quale la distanza dal centro di gravità esprimasi 

per r-, questo moto potrà per un istante riguar- 

dai'si come composto di due moti simultanti, Tuno 
progressivo con velocità u , 1' altro rotatorio attorno 
G- con velocità angolai*e o) . • 

36g. Scolio. Se più forze investono il corpo , il 
suo moto istantaneo si comporrà di tutti i moti 
progi-essivi e rotatorj dovuti a ciascuna delle forze 
sollecitanti. La composizione de' moti progressivi ci 
è già nota abbastanza ; restaci a spiegare la compo- 
sizione de' moti rotatorj, senza della quale non bene 
potrebbe intendersi qiial fosse il moto iniziale d' un 
corpo attuato nello stesso tempo da più forze diver- 
se ^ e molto meno potrebbe determinarsi il prosegui- 
menso del moto. 

GAP. XXII. 

Della composizione de' moti rotatorj, 

5^0. ±ROPOsizjoNE I, Pongasi che il sistema giri 
nello stesso tempo attorno i tre assi ortogonali delle 
coordinate OX, O Yy O Z ( Fig. 36) colle velo- 
cità angolari p, cf y r rispettivamente; così che nel- 
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Y istante d t descrìva attorno questi assi gli angoli 
minimi pài, qdty rdti Si vuol esprimere il can- 
giamento di luogo d'un punto M del sistèma nd- 
r istante dt. 

Si considerì dapprima la rotazione r d t attorno 
l' asse O Z àB. X verso F. Sia O ^ la projezione 
della O J\I sul piano ^ O K. Il punto Q scorrerà 
nell' istante d t Y archetto Qgz=,OQ.rde'y ediJ 
punto AI scorrerà un archetto eguale e pai-allelo a 
cpiesta Qq, he coordinate del punto ^sono 'OPz=.x, 
P ^=y , Q MzpZy ed i triangoli sanili O P (>, 
q Qr danno 

OQ:Qq::Op:qr::PQ: Qr-, o sia 
. I : rdt : ; X : dy : : y : — dx 

Onde avremo per questa rotazione • 

fZj? = — ryde; dy=:rxdt', dzzizo. 
Appresso si considerì la' rotazione p d t attorno 
l'asse O.Y da y verso Z. Sia O C la projezìone 
della O M sul piano Y O Z, ìl punto C scorpei-à 
l'archetto Cc^=lO Cpdt; ed il punto M scorrerà 
un archetto eguale e parallelo a C e. Ed essendo le 
coordinate di M, OB=Lyy BC=zZy CMzz^Xy i 
triangoli simili O B C ^ e C s daranno 

OC : Ce :: GB : c.s i: B C : Cs, o sia 

I : pdt : : y : dz :: z : — dy. 

Onde per questa rotazione sarà 

dxzizo ',,dy:=z — pzdt ; dzz=i py dt 
Per ultimo si consideri la rotazione q d t fatta 
attorno Y asse O Y da Z versò .Y. Sia O iV la prò* 
lezione della OM sul piano Z O X, Il punto N de- 
scrìverà l'archetto N n^O Tf . q dt\ ed il punto M 
sconcerà un archetto eguale e parallelo ad N /i. Efr» 
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endo le coordioate di MyOL:=zZyLN^Xy 
V Mz=zjr 9 avremo pei tnangoli simili OLNj nNt 

ON : Nn :; OL: nt :: L'N : Nt; o sin 
i : (f de : : z : dx :i x i — dz 

s^rà per questa rotazione 

d X ':=z q z d t \ dy :m:, o \ dz ':=z — q X di* 

E feiGendosI tutte tre le rotazioni insieme , sarà 

dxzzzd e (qz — ry) 
{C) dy znd i {rx — pz) 

d zzzz d t(py — q x) 
571. CorolL L Sì conduca per O la retta O G 
letermìnata da questa proporzione 

X :y : z : : p : q : r 

lavò, per ciascun punto di questa retta <£ x = o , 
ly zs; o , dzzzzo. Adunque per l'istante dt \à retta 
!!> G- resterà immota^ e tutto il sistema non fai*à che 
ivolgei'si intorni ad essa. Per. questa proprietà dir 
iesi la O 6r As^e istantaneo della rotazione, 

S^a. CorolL IL Facilmente si determina la posi- 
ione di questo Asse^ istantaneo. Siano ^ , g: , k gli 
iBgoli che fesso fa cogli assi O X , O Y ^ O Z ; e 
'dC<»asì per bi'evità ]/ { p* -^ q^ -h r* ) z=z F, Sai-à 

r P JL 1 ^ ' 

cos./= -^ ; COS. g =-^ ; COS. /* = j^. 

575. CorolL IIL E la velocità angolai^ di questa 
rotazione istantanea attorno O G , sarà z= f^. 

In fatti condotta lu perpendicolare P K sopra 

OG, sarà PJT=OP.sin./=: (572) -^1/(7- 4-0. 

Ora pel punto P abbiamo ^ = o , 3 = 0, e per con- 
seguenza (3ho) dxzizo, dyz^Txdt, dz:=z — qxdt, 
Duncpie la velocità del punto P sarà 
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E la velocità angolare attorno OG saiù 

TK ^' 

574' CorolL IP", Ti'e rotazioni pdt, qdt, r.dt 
che insieme si bedano attorno tre assi ortogonali, 
ec|ui valgono ad una it)tazione unica di \/{p*'\^c|^•^r'') 
attorno un asse die farà coi tre primi gli angoli de* 
coseni 



E viceversa una rotazione V d t attorno un dato 
asse , equivale a \xe rotazioni simidtanee f^d t cos.f, 
rdt COS. gr> p^dt COS. h attorno tre- assi ort(^onali, 
die faccian con quello gli angoli de' coseni y*^ g, h. 
S-^S. Proposizione IL Pongasi che gli assi OX, 
O Yy O Z siano fissi nd sistema , di mòdo due fisH 
cendòsi le tre rotazioni cooie nella Proppsizione an- 
tecedente , ciaschedimo degli assi come O X giri in- 
sieme col sistema attorno gli altri due. Si vuol 
esprimere il cangiamento di luogo dei tre assi iiel- 
X istante d t. 

Comodamente si rappresentano questi cangia- 
menti di sito per mezzo della Trigonometria sfbica. 
Intendasi col centro O , q col raggio = i desci'itta 
nello spazio una sfera (Fig. 3^) e siano X , Y ,1 
i punti della sua superficie per dove passano gh assi 
ÒX , O Y , OZ, Essendo questi assi ortogonali, ^ 
archi X Y, YX, Z X saranno quadranti di cerchio 
massimo , e si taglieraniio ad angoli inetti. Preso ^ 
arbitrio fi^ i circoli massimi ddla sfera un circolo 
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fisso A T B , e fissato in esso parimente ad arbitrio 
un punto T , siano gli ardii T Xzzul ^ T Y=::m , 
TZ = N, e ^]ì angoli J? T X=k , B T Yz=: fé , 
B TZ :=: p . Om facaidosi congiuntamente le tre ro* 
tazionl p^ty qài, rdé attorno gli assi OX, O Y , 
O Z .A Y«0l sapere quale spazìetto descrivei^nno 
nell' istante: dt i punti X ^ Y , 7^ , e come varie- 
ranao gli angoli l, m, n, K, fn , k 

Si cerdii da {uriina il movimento del punto X, 
Per la rotazione pdt che si fa sullo stesso polo X, 
esso non si m«ovei*à punto, onde sarà per questa ixh 
fazione dl:^,<y d Xzzz o 

Per la rotazione (fdi che si fa sul polo JT ^ il 
punto X descriverà un archetto X Q ^z g dt , nor- 
male ad yX £ eonducendo Q R perpendicolare a 
TX, sarà 

XRz:^ XQ COS. TXQ 

= — XQ COS. TXZ z=i — ade ^^fl^ 
^ ^ sin. L 

Q R=z XQ sin. TXQ 

= XQ COS. TX Y=z qdfSSt!^ 

^ ' SUI. l 

Ma X/{=: — di, e T archetto Q R h hi misura 

ddl' angolo Q TX in un cerchio che abbia per ra^ 

gio sin. TX, onde Q Rziz — d X sin. /• Dunque 

sarà per questa seconda rotazione 

, COS. n , , COS. m 

dlzzLU d t —. — y ', d K :=z — ad t-, — - 
' sin. l ' sin. L 

In egual modo per la rotazione rdt che si fa 

sul polo Z troveremo 

COS. ììi , , cos. n 

di -=. r d t —. p ', d X ==, — rdt - — - 

sm. l sìiì.r 

Tom. I. II 
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E facendosi tutte tre le rotazioni insieme ayr&« 
mo per lo spostamento del polo X le diie eipiazioni 
d /sin. / :^ d t (q 008. -it-— rcos. m) 
d A sin. /' =: i— <j I (^ eoa. m -f- r cos. n ) 
Alla stessa guisa si ésprimerarino le ' ^traslazioni 
degli altri due poli Y , Z, Onde si avranno tra gli 
angoli /, m, n, ?i, fit , », queste sei equazioni 
f d l sin. l =: ^ / ( 4jr COS. n -^-" r C08. /n 
{D) \ dm BÌìi. m = dt( rcòs. l *— p cos. n 
( fZ 7t sin. it = ^^ (Z' <^^* ^ — ^ <^S' ^ 
r rf A sin. /• =1: — dt{q cos. w» -f- r cos. n\ 
(E) ] i/i» sin. m'=: — rf/ ( r cos. »--f- p cos. / 
( £/ f sin. n* = — de (p COS. t -h g cos. 1»^ 
5^6. Scolio I. Dei tre angoli /'^ 1?» ^ ro basterà 
dall' equazioni (D) incavarne due ; cLe il terzo ci si 
paleserà dall' essere 

cos. /* -I- cos. m* •+• COS. fi' = i 
E degli altri tre X , ^m , p basterà dall' equazio- 
ni (E) ricavarne uno solo ; che gli altri due ci si 
paleseranno dall' essere 

COS. {fn — ^ ) ^= — cot- ^ cot. m 
COS. ( F — ^ ) = — cot. m cot. n 
5'j'j. Scolio IL Per le formole raccolte in que- 
st' articolo , conoscendo noi le tre velocità p , q , r 
colle quali si rivolge il sistema attorno tre assi or- 
togonali , conosceremo la situazione di ogni suo 
punto ad ogni istante : sia per mezzo dell' equazio- 
ni ( C) se quei tre assi sono fissi nello spazio , sìa 
per le equazioni (D) (E) se dessi sono mobili insie- 
me col sistema. 
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GAP. XXIII. 



Del Movimento <f un co^o libero 
sollecitato da piti forze, 

5^8. i^BOPOSizioNjK /. Date le foi-zq sollecitanti 
dascheduii punto del sistema , determinare il movi- 
mento iniziale. 

Si riferisca ciascun elemento d M 9i Xve assi 
ortogonali che passino pel centro di gravità ^ e le 
forze sollecitanti quell' elemento si riducono a tre 
P , Q , R parallele a' ti*e assi. Qual sia pei* essere 
il moto iniziale del corpo facilmente si raccoglie per 
le cose dette ne' due Capitoli precedenti. 

Primiermente si vede (564* 5G5) che il cen- 
tro di gravità dovrà muoversi secondo le x colla 

velocità — ^— , secondo le y colla velocità — ^-7^ , 
M *' M 

e secondo le z colla velocità — ^7— : sicché sarà la 

M 

velocità assoluta 

e la sua direzione farà cogli assi delle x , y , z gli 

,. ,. .£.P 2.^ X./J 

angoli de coseni -^- — , —-z — , »^— *• 
® Mu Mu Mu 

Secondariamente deve il corpo aggirarsi (364) 
sopra il suo centro di gravità ; resta a valersi at- 
torno qual asse , e con quale velocità angolare. 
Siano F , G, H \o somme de' momenti delle forze 
P, Q, R per aggirare il corpo attorno gli assi 
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delle JC ,jr , z ; e siano A , B , C ì momenti d'iner- 
zia d' esso corpo rispetto agli stessi tre assi rispetti- 
vamente. Le vdooità angolari dp , d q , d r colle 
quali cominderà il corpo a girare attorno cpiesti tre 

,^r:ii\'Fdi Gdt Edi „ , 
assi saranno (365) ■ , — = — , — j^ . Se dmique 

ABC 

per compendio si ponga l/^— + _+._ j = Q, 

r asse istantaneo della rotazione iniziale fìurà (5^4) 

coi tre assi gli ansoli de' coseni— r-— . -= — i -Trzr > 
° ° A Q> B ^ C Q 

e sarà la velocità angolare incipiente d tf :^ Q dt, 
5j€). Scolio /. Fin qui abbiamo determinato il 
movimento iniziale del corpo. Ma siccome la con- 
nessione scambievole non lascia a' singoli elementi 
del corpo * la U berta di conservare le velocità e le 
direzioni concepite da prima , così per determinare 
il proseguimento del moto ci è d* uopo ricorrere 
ancora a quella Proposizióne ( 299 ) che e' insegna 
appunto a determinare i movimenti alterati dalle 
azioni scambievoli tra le parti componenti un si- 
stema. 

Si considen pertanto , che essendo x ,y , z le 

coordinate dell'elemento dM, saranno-;-, -^ , -— 

dt^ di' dt 

le velocità colle quali quell' elemento si muove se- 
condo le ordinate stesse. GÌ' incrementi delle velo- 
cità impressi nell' istante d t dalle forze acceleratrici 
P, Q, R sono Pdt, Qdt, Rdt. Gl'incrementi 
delle velocità che ejQfettivamente hanno luogo d 

j dx j dv j dz ^ .^. 
esprimono per a , --j- ^ a.-r-, ^ '"T" • ^"^ (3oo/ 
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li sistema delle forze dovute alle velocità impresse 
deve fiur equilibrio al sistona delle forze dovute alle 
velocìià effettive, supponendole rivolte in senso con- 
trario. Dunque se claschedun elemento dM fosse 
animato dalle tre forze 

iM(pdt'd.^\ dM(Qdt^d,^, dM(Rdt^d,^\ 

agenti rispettivamente secondo i tre assi , tutto il 
sistema dovrebbe ritrovarsi equilibrato. 

58o. Scolio IL Due condizioni per quest' equili- 
brio si richiedono (i^S). La prima è , dio le somme 
delle forze parallele a ciascuno de' tre assi siano i^ o. 
Quindi j^liando per costante l' incremento di, 
avremo le ti'e equazioni 

(^ SqdM:=SdM.Ì^-^ 

jRdM=,JdM.^ 

La seconda è che le somme de' momenti delle 
ibrae per far girare 11 corpo attorno ciascuno dei 
tre assi siano uguali a zero. Dunque per la rotazione 
attorno 1' asse delle x dovrà essere (ii4) 

s^dM{qdt-é^ysjdM{Rdt-'-^yo 

ossia 

JdMdt[Qz~Ry)=Fdt^JydM.^-JzdM.^ 

E similmente operando per gli altri due assi emer- 
genmno le tre equazioni 
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ddz 



Fdt =frdM.^-fzdM .^ 



(B) Gdi^JzdM^^f-fxdM .^ 

Hdi=fxdM.^~fydM.^ 
-^ dt ^'^ di 

Ora siccome I' equilìbrio d' un sistema solido sì 
detei*mina mediante sei equazioni (124)9 così per 
sei equazioni e non piìi si determina il di lui moto. 
Colle tre prime (j4) determinasi il moto progres- 
sivo del centro di gravità; colle altre (B) sì deter- 
mina la rotazione del corpo attorno il centro di 
gravità , come nelle due Proposizioni seguenti a 
parte a parte dichiareremo. 

58 1. Proposizione II. Determinare a qualunque 

tempo la posizione del centro di gravità del corpo. 

Siano dopo il tempo t le coordinate del centro 

di gravità X, Y^ Z, Sai'à per la proprietà di esso 

centro 

MX=JxdM; MYzizJydM; MZ=zfzd3£ 
Quindi differenziando due volte e dividendo ciascu- 
na volta per d t 

M d d X r ì n^ d dx 



= /^^.4^; 



Mdd Y 

dt- 
M ddz rin^ ddz 



de 

Sostituendo ciò nelle equazioni {A) avremo le equa- 
zioni 
d 



idX_ JPdM ddY_ fQdM ddZ jRdM 
dt'— M 'de— M ''ir-- 31^ 
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per le quali è deta^ii^s^to compuitamente i\- moto 

àà centro di gravità. 

58a. Coronario, Quesste equazioni sono {x^'^a* 

mente quelle stesse per le quali si ^determinerebbe il 

moto d' un punto sollecitato dalle forze acceleratrici 

fPdM jQdM fRdM , ^ , ^ . 

-^ — :^ — ) - ^ ^,-. — , -^ — -, — (25i ). Ora se tutta la 

M M M 

massa M del corpo fosse raccolta nel centro di gra- 
vità , e se le forze P , Q, R clie agiscono sugli 
dementi d M della massa fossero tutte trasportate 
nel centro di gravità , è manifesto cbe questo cen- 
tro si troverebbe appunto sollecitato dalle foi*ze ac- 

cderatrìci <• — — r-* , -^ — — — , J- — — — . Conchiudasi 

adunque che il centro di gravità del corpo libello 
così si muove , come se tutta la massa vi fosse riu- 
nita, e tutte le forze vi fossero immediat£unente ap- 
plicate. 

385. Scolio, Ne' primi Capitoli di questo Libro 
trattando de' più semplici moti d' alcuni corpi , e 
particolarmente de' gravi, abbiamo considerato i corpi 
stessi come semplici punti o atomi, prescindendo al 
tutto dalla massa e dalla figura loro (225). Ed ora 
veggiamo in fatti che il moto progressivo d' un cor- 
po libero è sempre lo stesso come se quel corpo 
fosse ristretto in un punto solo , né la massa o la 
figura vi appoiiano cambiamento. Potrà ben talvolta 
al moto progressivo accompagnarsi un moto rotato- 
rio > che si determinerà poi colla seguente 

384- Proposizione III. Determinare a qualunque 
tempo la posizione di qualsivoglia punto del sistema 
relativamente al centro di gravità. 
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essendosi dimostrato (547) che attorno tali assi le 
forze centrifughe degli elementi del corpo rotante 
si bilanciano fra loro in modo che 1' asse ne viene 
egualmente tirato per ogni parte , né più da una 
banda propende che dall' altra ; così che un tal asse 
si regge immoto senza uopo di alcun sostegno. 

390, Scolio IL Cerchiamo ora quello che av- 
venga se r asse attorno cui comincia il giro non sia 
già l'asse principale OX, ma pochissimo se ne 
discosti. Da ciò intenderemo 'ancora quello che ac* 
cadrà nel caso che girando il corpo attorno un asse 
principale sia la sua conversione disturbata da una 
minima scossa. 

E perchè generalmente parlando dei tre assi 
principali ve ne son due a* quali compete il mo- 
mento d' inerzia massimo e il minimo , e v' ha il 
terzo il di cui momento d' inerzia non è né massimo 
né minimo (522) , distingueremo questi casi neUe 
due seguenti Proposizioni. 

591. Proposizione IL Se il corpo incomincia a 
girare attorno un asse vicinissimo a quell' asse prin- 
cipale cui compete il momento d' inerzia massimo 
o il minimo , V asse di ^rotazione anderà sempre 
oscillando intorno Y asse principale ^ rimanendovi 
sempre vicinissimo. 

Dim. Saranno in questo caso le velocità iniziali 
b y e (386) non più eguali a zero , ma però picco- 
lissime rispetto della a. Quindi l'equazione tra te^ 
darà (p quantità piccolissima^ onde sarà prossima- 
mente p-^za. Ponendo pzna nelle due ultime 
equazioni (ff) e poi differenziandole , la loro com- 
binazione darà 
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-j^ — a^ M Nqzzio; -^—5. — a* M N r :=: o 

equauoni lineari , che integrate in guisa che ^ =: o 
dia q zzz b , ed rz=c^ faranno conoscere i valori 
di ^ ^ ed r espressi per e. 

Ora per ipotesi il momento d' inerzia A essen- 
do massimo o minimo, sarà o maggiore di ciasche- 
duno degli altri due B , C , o minoi-e di entrambi. 
In ambedue i casi vedesi (586) che M ed N avran- 
no segni contrarj. Facciasi pertanto N zzi — M A* 
e le due equazioni diventeranno 

dt ^ de 

le quali int^rate nel prescritto modo daranno 
k q -^ e sin. a M k t -f- b k cos. a M k t 
r :^ e cos. a M k t — b k sin. a M k t 
Questi valori di 9 od r rimangono sempre pic- 
colissimi per quanto ci^esca t, e vanno continuamente 
liberandosi fra i limiti qz=:b , kqz=Lc; rz^c , rz^b k. 
Dal che agevolmente può dcdursi (5^4) ^^^ ^ ^^^ 
di rotazione va pci*petuamente oscillando attorno 
r asse principale , rimanendovi sempre vicinissimo , 
e die la velocità angolare di rotazione è presso a 
poco costante , non soggiacendo fuorché a menoiue 
alterazioni periodiche. 

S92. Proposizione III. Se il corpo incomincia a 
rivolgersi attorno un asse vicinissimo a quell' asse 
principale cui non appailicne ne il massimo ne il 
minimo momento d' inerzia , 1' asse di rotazione si 
dilunga indcfìnitamente dall' asse principale , e non 
si mantiene costante la velocità della rotazione. 



I7Ì DIL MOTO. 

Dicn. Essendo il momento A per ipotesi inter- 
medio fm gli alti-i due B , C , vedesi che J/ ed JV 
avranno lo stesso segno. Facciasi N ^ M k*. Le 
equazioni 

dr ^ de 

integrate daranno 

aNLkl ^aMkl 

ak(f z=:(bk 'h e] e -4-(éft— e) e 

aMkt — -aA/h 

2r=(^^-|-r)e — (^A- — e) e 

Questi valori al crescere di / variano oltre ogni 
limite. Ond' è agevole il conciiiudere che 1' asse di 
rotazione può dilungarsi indefinitamente dall asse 
principale , e che la velocità di rotazione può inde- 
finitamente accrescersi o sminuirsi. 

393. Corollario, Da tutto ciò si raccoglie , cbe 
sebbene sempre sia vei*o che la conversione d' un 
corpo attorno uno qualunque de' tre assi prindpaK 
è di sua natura perpetua ed uniforme , tutta volta 
se avverrà cbe per qualclie nuovo impulso T asse dì 
rotazione alcun poco s' inclini , quando quest' asse 
sia uno di quei due ai quali appai^tiene il massimo 
o il minimo momento d' inerzia , V uniformità della 
conversione non sarà disturbata se non quanto l'asse 
di rotazione andina con moto oscillatorio barcolando 
intorno alla sua primiera situazione. Non cosi av- 
verrà se la conversione si faccia intorno al terzo 
asse. È dunque stabile la conversione attorno i due 
primi dssi , istabile attoi^o il terzo. 



SEZIONE TERZA 

DEL Moto cagionato dii/La Percossa. 

CAP. XXV. 
Della Percossa diretta e centrale. 



5^4* ìSiANo due corpi che camminando con moto 
progressivo s' incontrino. E pongkiamo che i loro 
centri di gravità camminino per la stessa linea retta 
perpendicolare al piano tangente de' due corpi nel 
ponto di contatto. Cosi si avrà il caso della percossa 
diretta e centrale. 

Che se la retta descritta dal centro di gravità 
d* ODO de' corpi sia bensì normale al piano tangen- 
te , ma non passi pel centi'o di gravità dell' altro 
corpo , la percossa sarà tuttavia diretta , ma eccen- 
trica. 

Se finalmente la dii^ezione del centro di gra- 
nfa d' uno de' corpi non è normale al piano tan- 
gente , dicesi la percossa o obliqua. Consideriamo 
prima la percossa diretta e centrale. 

395. Proposizione. La massa A animata della ve- 
cita P^ incontri la massa B animata nello stesso 
lenio della velocità minore i'. Le due masse dopo 
Torto procederanno unite, e la velocità comune sarà 

^- A^B ^^^^^^ "^ A^B 
e finalmente — 3 «r — . 
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È palese in primo luogo che le due masse pren- 
deranno per effetto dell' urtò un eguale velocità , 
poiché se la massa A conservasse una velocità mag- 
giore di quella che ha v acquistata la massa B, que- 
sta impedirebbe tuttavia 11 moto dell' altra , e sussi- 
sterebbe tuttavia r urto , il quale allora precisamente 
deve cessare , quando la massa B avendo presa tanta- 
velocità , quanta ne ritiene la massa A , pili non le 
serve d' intoppo. 

Sia dunque x questa velocità comune ; 1^ forze 
delle due masse, che prima dell'urto erano (i 55^ 
AV , Bv diveranno dopo V urto Ax , Bx, Adun- 
que (5oo) le forze AV ^ B \^ dovranno equilihiw^ii 
colle foxTie ^^AXj — Bx; onde Y equa^one 

A ( r— x) -h B {s^ — x) c^o 
dalla quale si ti*ae il valore annunciato deLU JP. 

Se il corpo urtato ^- è in quiete ,; si. Éurà 
i' = o , e se viene incontro al corpo ^ , si S»A v 
negativa, 

596. Coroll, L La mutazione delle forze è uguale 
in enti^ambi i corpi ; quella delle vdocità è inver- 
samente proporzionale alla massa. 

Sg^. Coroll, IL La velocità poi ddl centro di 
gravità comune de' due corpi, e la somma delle loro 
forze si conserva la stessa e pi'ima e dopo Y urto. 

GAP. XXVL 

Della percossa de* corpi elastici, 

398. Ipotesi, V ha de' corpi che nell' urto M 
comprimono , e dopo Y uiio tendono a ripigliar \0 
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ferma primiera con forza proporzionile. till'urtQ*«tfes- 
90 ; per modo che questa forza ■ «vièn^ a i^stltuir * Jioro ; 
io senso contrario una. cleterinin(ita:|ia¥te di quella. 
forza , e per conseguenza di quella velooità die àve- 
van nell* urto perduta. 

599. .Dicesi questa forza ela-f deità. ;',lfi '-^^le ai 
chiama perfetta^ se il corpo risedè, procisamonte <ion 
tanta forza quanta perdette neH'.uir'to y. intperfeJta^, 
se risale con forza minore.. 5e vMia de' corpi che 
neU' urto non si compriman puntp^, ^questi si dicono 
duri; e se compressi non ispiegano forza veruna per 
ripigliar la forma primiera, si dicono molli. 

400. Proporzione. La massa clastica ^ procedente 
con velocità P^ incontri ed urti la massa elastica B 
animata di velocità v; e sia /? il l'apporto delj' da- 
sticità alla • percossa^ ; vale a dire la frazione p espri- 
ma quanta parte • dell^ velocità pei-duta nell' m^to 
riacquisti U corpo in ;senso. contrai;iq. Saranno dopo 
r urto le vdocità. 

della massa J . . 1 V -1- ( i -4- p) — > _, p ■ 

A i V -^ w) 
ddla massa B , , , F — {^ H- p\ — j. p/ 

Chiamando jti\ttuvija x la vdocità comune, a cui 
Iier l'effetto dell'urto si lidurrebbeit) . i corpi y^, B , 
avrà il còrpo A iperduta nell'urto la velo<;;ità V — jc, 
e j? la velocitàv-— JC. : Adunque dopo 1' urto , e la 
successiva restituzione , la velocità di A sarà (SgS) 
x^p^y — x),e la velocità di B sarà x — p(v — .r). 
Ove in luogo della ar ponendo il suo valore (395) 

— risulteranno le velocità quali s' è detto. 

B 

Tom, L li 
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401. Caroli, I, Qui se fecciam y? =:: o , ritornia- 
mo al caso de' corpi non elastici , trattato nel Capo 
pi^ecedenle : se lacciam p = i 9 abbiamo il casa de' 
corpi perfettamente elastici. Generalmente però qua- 
lunque sia p troveremo avverarsi le proprietà enun- 
ciate agli articoli 596. 59^. 

4od. Caroli, IL Ghiamasi^rsa viva d'un corpo il 
prodotto della sua massa pel quadrato della sua ve- 
locità. Calcolando la perdita di forza viva che si fa 
nell' urto trovasi questa 

ond' essa è nulla nell' urto de' corpi perfettamente 
elastici ; massima héll' urtò de^ corpi non elastici. 

403. Caroli. Ili, La dififereriza delle velocità , 
sia la velocità rispettiva , là quale era prima dd- 
r urto y — v diviene dopo 1' urto — p { ^ — ^) y 
sicché se i due corpi sono perfettamente elastici, la 
velocità rispettiva è la stessa e prima e dopo l'urto. 

404. Caroli, IP^, Se le due masse sono eguali , e 
perfettamente elastiche , si scambiano nell' urto le 
loro velocità. ^ 

405. Corali, V, Un corpo elastico urtando diret- 
tamente con velocità Scontro d'un ostacolo immo- 
bile , risale per la stessa linea , con velocità z=:pF. 
Poiché allora egli è come se la massa B del corpo 
urtato fòsse infinita ^ e la sua velocità i» = o ; nel 
qual caso la velocità della massa urtante A diviene 

- p.r. 

406. Corali, VI. Facile ed elegante è la soluzione 
del seguente- problema. Sia una serie di masse de- 
ci'escenti in pi*ogressionc geometrica , della qtmle 
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sia 9 r esponente. La prima massa con velocità V 
urti la seconda che ti*ovasi in quiete; e questa coUa 
vdijodtà che prenderà . nell' urto vada similmente ad 
urtar la terza , e così successivamente. Cercasi ]a 
velocità che sarà <;omunicata alla massa nesima. 
Applicando la formola dell' art. 5o8 si troverà 

che la secoiida massa riceve la velocità V , <2 . ^ ; 

e la tei'za riceve la veloci^ ^ i et . ^ 1 ; ed 

in simil guisa la velocità della massa neshna rìe^ 

GAP. XXVII. 

Della percossa eccèntrica. 

4o^. JrudPoaizJONE, La massa A con velocità J^ 
. Tada ad inconti*are fuor del centro di pravità la 
massa B animata dalla velocità v con direzione pa- 
rallela a quella del corpo A, Cercasi il moto d'ambe 
le masse dopo l'urto. 

Siano (Fig. 35) MOE, MRD le sezioni de' 
due corpi per un piano condotto pei loi*o centri di 
gravità T, G , e pcfr la direzione T A deUa mas- 
sa ^; questa direzione sia lontana dal centro G 
della massa B dell' intervallo G A ^z a. Sia x la 
velocità che resterà alla massa A dopo 1' urto ; e 
poiché r altra massa B prendei'à dopo 1' urto due 
moti (564) ^ ^^^ progressivo, l'altro rotatorio 
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attorno G X , m u la.vielocUà del primo i l^ 

velocità angolare idei- seooiklou . ,,.. .: . 

. Primieramente le forze AF, Bv deggiono- (Soo) 
equilibrarsi coUe forze n^Ax^ r—^B u ; ond^: 
.1. A(.F — x) -h j5 (vr-^ w)'=;: o, , 
Il'coi^po B è fipinto a rotare dalla fona che il 
corpo A perdette nell' urto , la qùal h A ( V-^ x\ 
Diin(|ue chiamando S, il inomentò d'inerzia del cor- 
po B rispet|ko dell' asse. G Xy avremo (565) 

. : AaiV—x) 

Finalmente da quanto fu detto all' art. SgS 
apparisce che tanta velocità dee rimanere alla massa 
M O E quanta ne ^concepiscono que' punti della 
massa M RD che si trovano sulla linea T A , 1^ 
la qual linea il coi'po M OE prosegue il suo cam- 
mino : così che la velocità residua della massa ur* 
tante dev' essere tanta quanta è la velocità c]ìe 
prende il punto A della massa urtata. Ma la velo- 
cità residua della massa urtante è =0;^ la velocità 
che .prende il punto A (367) h z^ u -{- a a , Sarà 
dunque jc: = u + a A) . 

Ed ecco ti*e equazioni onde scoprire le tre incognite 
X , u , i, , 

4q8< Caroli, L II problema non sarebbe guari più 
difficile , se r una dalle due masse ^ o se entrambe 
fossero elastiche. Restituendo 1' elasticità ai corpi in 
sen^ contrario una velocità proporzionale a quella 
che aveano nell' urto perduta , basterà trovar prima 
le tre velocità x , u , m quali riuscirebbeit) ^enza 
r elasticità ^ e poi sostituir loro rispettivamente) 
X — p ( V — a:) ; u — /> ( v. — u)\ i# -f- ^ •» , . 
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^0^'Coroll: IL Se il corpo urtato è legatp ad 
tm asse immobile , esso noh può né avere né coh- 
cepire per F urto ' alcun moto progressivo. Himah- 
gono dnnqtke due SòIè tncoghite x^ <o ; per deter- 
minar le quali , riferendo- i momenti ali* asse di i^ 
tanone ^ $i hanno come sopra le due equazioni 

Ja (V—x) 

a» = . ■ ' ■...> -^ • — ^ ; xz^am. 

gap: xJcviii. 

Della percQssa obbliqua. 

f 

4io, Irnti^oéiTFtoiirx, Urtandosi due masse obbli- 
qnamente , si cèfrca- il mòto clie pirenderanno per 
Turto. 

La velocità: di ciascuna delle masse si risolva 
io due ; 1' una normale al piano tangente ambe le 
masse nel punto di. contatto , l'altra parallela a quel 
piano. La prima forma la percossa , e subisce que' 
cangiamenti che sopra abbiamo insegnato a deter- 
minare. La seconda rimane invariata, giacché per 
essa i coi*pi non s' uii:ano , né agiscon punto scam- 
bievolmente. Pertanto componendo quest'ultima colla 
prima modificata come nchieggon le leggi della per- 
cossa diretta , si avranno le velocità , e le direzioni 
de* due corpi dopo 1' urto. 

4ii. Corali, I. Per modo d'esempio proponghia- 
moci questo problema. Data la • velocità e 1' angolo 
<i' incidenza d' un globo elastico sopra un piano im- 
mobile, trovare la velocità e l'angolo di riflessione. 
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Sia u la velocità , ed « T angolo A* incidenza, 
pecompongono la velocità u in due; T una normale 
al piano , che sarà e:; u sin* a;;. e questa, ùl la pe^- 
cQfsa, in virtù deUa quale, il globo risalirà noriual- 
mente (4o5) con velocità zszp u sin. « : 1' altra pa* 
i*allelà al piano ^ che sarà = u cos. «; e questa ri- 
mane invariata. 

Componetido ora le due velocità HEra loro per- 
pendicolari p u sin. ot , u COS. ÒL si troverà la velo- 
cità di riflessione c= n J/. (cos. a* -f- p^ sin. a*). 
E detto /8 r angolo di riflessione , sarà 

p u sin. « . 

tang. i8 =:-t- — ^ ; o sia tang. fi =^ p tang. «. 

4 12. Coroll, IL Quindi se 1* elasticità è perfetta, 
saranno, la velocità e Y angolo- di- riilessioiie egtiali 
alla velocità ed all' ang^do d^ incidenza:. 



187) 

LIBRO TERZO 

D£LL£ FORZE MOVENTI E RESISTENTI. * 



CAP. I. 
Qualità mecaniche de' corpi. 

4i3. uiN qui nella materia e ne' coi'pi abbiamo 
su|^poste certe propióetù e cei*te forze , e dappresso 
queste supposizioni abbiamo ricercate le condizioni 
dell' equilibrio e le leggi del moto. Rivolgendoci 
oro ai corpi terresterì cbe ne circondano , convien 
vedere quali siano in realtà le qualità loro mecca- 
niche , e quale la misura e l' indole delle forze cbe 
li traggono al moto. Nel cbe 1' osservazione e T r- 
sperìenza soltanto ponno esserci scorta; seguendo le 
quali cominciei^m tosto col verificare la supposi/.io- 
ne fiitta sin da principio dell' impeneti^abilità e del- 
l' inerzia della materia coi*porea. 

4i4« L'impenetrabilità della materia corporea pro- 
vasi per un' induzione così estesa , cbe ben può dirsi 
universale. Non veggiamo infatti . giammai cbe un 
ocxrpo settentri ad occupare lo spazio occupato pri- 
ma da un altro corpo , salvo cbe o cacci quest' ul- 
timo da quello spazio , o s' insinui per entro i suoi 
pori ; i quali pori talvolta coli' occbio nudo , e 
sempre poi coli' occbio armato in tutti i corpi si 
scorgono. 



j8ì delle forze moventi 

4i5. Litienùa! 'esige due eog© i.® Clia un corpo 
dalla quiete non prenda a muoversi senza l'interven- 
to di qualche forza. i.^ Che posto in moto conser\ì 
inalterabilmente la sua velocità e la sÀa direzione , 
salvo che soppravvenga alcuna foi*za a cangiarla. Or 
la prima è verità evidente: -non piiò un corpo pren- 
dere a muoversi senza una cagione qual eli' ella sia, 
altrimenti non vi sarebbe ragione perchè prendesse 
piuttosto tal moto che un altro : or questa cagio- 
ne (9) è una forza. La seconda proprietà è manife- 
sta per indufflone : non 'veggiamo giammai alterarsi 
né la velocità tièla direzione d' un corpo , a meno 
che intervenga alcuna di quelle caigioni che ' sap- 
piamo altronde esser atte ad imprimer moto ò a 
rallentarlo. 'E vergiamo tanto -piti lungamente con- 
servarsi il tnoto impresso , quanto più ci riesce di 
rimuovere queste càuse alteratrici. 

GAP. II. 

Dellé$ Gravità. 

4i^- v^HE la gravità sia foi-za comune a tul^ 
elementi della materia assai si rende palese dall' 
servare che ogni coi^ ed ogni benché minima par- 
-iiceUa coi'poi-eà , quando non sia sostenuta , cade 
per la verticale. Bimane a provare (58) che questa 
forza è costante in uno stesso corpo , ed eguale ne' 
diversi corpi ; e i^sta pure ad assegnarne la misura. 
Per il che ci convien far vedei'e che il. moto de' 
gravi cadenti è moto equabilmente accelei*ato ; che 
il N'alore della forza acceleratrice è lo stesso qua- 
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knque sìa il corpo cadente ; e conviene in fine 
determinare questo valore. Ma negli esperimenti dì 
questo genere apportano non lieve inibai*azzo le re- 
sistenze. Se facciamo cadere i corpi nel vuoto', le 
discese son troppo rapide per poterle confrontare 
co' tempi : se li lasciamo piombare da torri elevailey 
siccome fecero Riccioli e Grimaldi (*) ,' incontriamo 
la resistenza ddT aria che cresce al crescere deUa 
velocità e snatura il moto : se li facciamo scendici^ 
per piani di dolce declivio , come fece Galileo (**), 
alla resistenza delV aria s'aggiunge queUa dell' at- 
trito. E tuttavia le sperienze dei' citati fisici corri- 
sposero assai bene all' ipotesii della gratta costante. 
Ad ogni modo il miglior mezzo d' indagai^ • la na- 
tura del moto prodotto dalla gravità si è quello di 
sperìmeirtare le osciillazioni d' un pendolo per archi 
minimi ; nel qual genere di moto la resistenza del* 
Tana non ci^esce oltre un certo limite., e può farsi 
agevolmente (^296) che essa non alteri in modo sen^ 
sibile il tempo dell* oscillazione. ! . :..: 

417. Sperienzà /.• Le oscillazioni d'un pendolo per 
minimi archi di cerchio si trovtino costantemente tutte 
isocrone fra loro (***) ; del che è facilissimo l' accei^ 
tarsi , cotitando il numero delle òsèillazibni fatte 
sotto egusji intervalli di tempo. 'v. • '■ - 

418. Corollario. È dunque la gravità una fòrza 
acoeleratrìce costante. 



(*) Riccioli^ Almagestwn. Tom. P lib. II, cap. ai. 
(•*) Galileo, Opere. Tom. Ili, pag. ioa. 
(*••) Idemy Ì9Ìy pag. 56. 
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419. Sperienza IL In varie palle d' ugual diame- 
tro e peso si l'acchiudano pesi eguali di sostanze 
comunque diverse.. Queste palle si sospendano con 
fili d* eguale lunghezza , e si facciano oscillare per 
archi minimi. Si troverà (*) che il tempo d' un' o< 
scillazione è lo .stesso per tutte. 

4ao. Corollario. Adunque la gravita è la stessa 
per corpi comunque diversi. Poidiè il tempo. d'unV 

sdllazione esprimesi ( 284) per / = — ^- — , onde si 

trae g rz; . Essendo dunque t eguale per qua- 

lunque corpo j ancor la forzai g dovrà ^sere per 
qualunque corpo la stessa. 

Ciò si coitferma col notissimo esperimento ddh 
caduta de' gravi nel vuoto ; giacché da pari altoon 
cade in egual tempo 1' oro e la piuma. 

4^'* Sperienza III, Si cerchi e si misorì ooDa 
maggior precisione la limghezza del pendolo die 
batte i secondi; per la qnal lunghezza vuoisi inteo' 
dere (354) ^ distanza del . punto di sospensione dal 
centro d' oscillazione. Ciò Ì^ stato &tto con impareg* 
giabile diligenza in Parigi prima da.Mairan poi da 
Borda (**) e si è trovata questa lunghezza di me* 
tri o^gg58. • 

4^2. Caroli. I, Adunque prendendo il metro per 
unità degli spazj , ed il minuto secondo per unità 



(•) Enciclopedye, Art. Pesanteur. 

F", anche Galileo, l. e, pag. 49* ^^• 
(•*)Mairaii, Mem, de VAcad. des Se. i^SS. 

Borda, F", Institut Nat, Tom. II^ pag. 79. 
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de' tempi , avremo g z=: 9,8088. Poiché nella for- 

mola g = — ^ fatto ^ =:: i , a = 0,9938 riesce 

• ■ • 

appunto^ g SZ: 9,8088. 

4a5. CerolL IL Nel primo i^' della discesa libera 

■ ■ \ * ' I "-■ 

percorrerà il grave uno spazio (210) = -g^, o sia 

di metri. 499^44- 

4^4* Scolio, Le sperienze del pendola siccome 
porgono il mezzo più semplice e più sicuro di con- 
fermare l'ipotesi della gravità uguale e costante^ 
così sono attissime ad avvertirci di qualche eccezione 
a cui quell' ipotesi soggiace. E facilissima a scoprire 
ogni più leggiera alterazione d* un pendolo , poiché 
FaSrettamento o il ritardo si accumula in un gran 
numero- d' oscillazioni > e si dà tosto a conoscere. 
Ora lo stesso pendolo portato in vàrj luoghi discosti 
per lungo intervallo si altera in modo assai sensi- 
lule. Così si è trovato {^) che la gravità è diversa 
nelle diverse latitudini , e va cresoendo dall' equa- 
tcMre ai poli. E nelle elevazioni grandissime sopra il 
IhreUo del mare si è riscontrata similmente ^*) una 
(foalcbe diminuzione della gravità. Ma da tutte que-* 
ste anomalie può prescindersi nella Meccanica pra« 
tica , la quale non mette a confronto più corpi ^ se 
BOQ che in brevi distanze. 



(•) y. Newton^ Princ.y Lil>. Ili, Prop. ao. 

(••) Bongu6r, Fi^. de la Terre y 1749» pag^» 367. 
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GAP. Ili,,,, 

Dell' Elasticiiii. 



" ■ \ . . .■ ... •■./. '\ :■■.: : .« ' 
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42t5. CiiRGA l'elasticità delle lastre piegate ab- 
biamo assunta (192) questa ipotesi che in ciascliedun 
punto della lastra incurvata il momento col quale 
r elasticità tende a far girale' ttn'latef còlo della la-^ 
stra per portarlo ip dirit)tara del • latercolo contiguo^ 
e reciprocamente projiórzionale -sii i^gio* di 'curva-, 
tura.' '•:■'■• ■..•.•. 

Siano ^.AL , LB ^(Yìg: ^) due feuccessivi la-^ 
teu^coli .uj^iali della lastra 'incurvata ; de' quali il 
secondo Zr B ,'• rimossa 'clie fbssie ta 'forza che piega 
la lastra^ si' porterebbe in L b in dirittura del-'j^nri- 
mo A L. Gongiuiigasi la B b , e sopra di essa si 
conduca la perpendicolare L P che la dividerà per 
mezzo , èssendo che il triangolo B Lb è isoscele. La 
forza colla quale il punto ^^ tendb a portarsi in b 
si può. avere come proporzioncde alta B b , cioè allo 
spazio pel quale il punto j9 fu rimosso dalla sua 
naturai positura ; e perchè questa fbrza <^ra nella 
direzione. i?. 6.9. il suo momento rispetto al ponto £ 
sarà espresso per E . B b . L P y essendo E una co- ' 
stante. Bimane a provare <^e questa espressione è 
reciprocamente proporzionale al leggio di curvatura, 
ossia al raggio del circolo che passa pei tre punti 
J , L , B. 

Preso il latercolo costante AL'=:LBz=iLb:=iiy 
e r angolo B Lb zz: 2co , sarà B b ziz 1 sin. t» ed 
L P= COS. • ; quindi E.B b. LPzz^2E sin. •» còs. w. 



'\ 



e semplioemeiite ss tkE sin. ù , gìaocJiS 1' angolo w 
essendo infinitesimo può far» cos. -m si, 

Dair altra parte sia iS! il centro dd circolo che 
passa pei tre punti i^^L^ ^^sta il raggio KLisiR, 
e dal pubto K si cali sopra LB hi perpendicolare 
KQ, cll9 la dividerà per mezzo. Avremo T angolo 

LKQ = (o y ed I : sin. « :: KL i L Q w /l : -. 



a 



Dunque sin. tt = — = . Sostituito questo valore , il 

jp ' 

momento della forza elastica diventa --= conforme 

H 

all'ipotesi (iga). 

4a6. Da questo discorso apparisce che la Pi^oposi-^ 
xìooe dell' art. 193 è fondata sopra questa ipolesi , 
che la forza tendente a i^stituire V elastro sia pro- 
porzionale alla quantità dqlla quale esso venne ri- 
mosso dalla primitiva situazione. Ma sèhbehe sia 
vero 9 e possa facilmente provarsi colla Sperienza che 
qoaiilo più -1' elastro è dlsti*atto dalla naturai posi- 
tura 9 ' tanto si restituisce con maggior foi^za , non è 
però ben sicuro che la forza restituente sia esatta- 
mente proporzionale alla quantità della distrazione. 
E lo stesso vuol dirsi dell' altm ipotesi (SpS) 
die abbiamo seguita nel calcolare l' efiètto' della 
percossa fra corjpi elastici. Abbiamo assunto che la 
farla colla quale si 'restituiscono sia sempre una de- 
terminata parte di quelLi forza -che operò la com- 
pressione. £ vero che un elastico piìi compresso 
tende a restituirsi con maggior forza , ma non credo 
cbe sia egualmente sicwo che. la fòrza di resti tti- 
ùoue sia sempre proporzionale alla forza comprimente. 
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437. Pei Cólpi che si oomprìmono ndll' urto , an 
modo facile di misurare il grado d' elasticità 9 ed 
insieme di a<^rtare se sia proponionak alla fòrza 
comprinlente , sai^bbelo spingerli dirett£iiàente oon- 
tro un. piano immobile con diyerse velocità , e mi- 
surare la velocità del ribalzo. Se la forca dastioa è 
proporzionale alla foi*za comprimente , la velocità di 
riJQessione avrà una proporzion costante alla velocità 
d^ incidenzfi (4^5), e questa proporzione determinerà 
il rapporto dell* elasticità alla forza comprimente. 

4a8. n moto col qucje .le particelle del corpo 
elastico si rimettono nella prima situazione è moto 
accelerato, non già equabilmente ,. ma per gradi 
sempre minori ; poiché gì' impulsi dell' elasticità 
vanno scemando (4^6) a misura 'che il corpo è moio 
compresso. . ' 

429. La velocità acquistata nel fine di questo 
moto si conserva , se il corpo è libero ; che se fosse 
trattenuto da un ostacolo , cictscùna particdla ne 
serberà quella parte che dalla mutua coesióne e da* 
gli altri impedimenti non è distrutta. Quindi un 
elastico formato in un pimto , e compresso o fiegar 
to , dopo la restituzione potrà non fermarsi quivi , 
e se la coesione delle sue particelle lo pennetta > 
passerà dallo stato di prima allo stato opposto , tra 
quali due stati andi*à oscillando sin tanto die le 
resistenze noi fermino. Così una lastra d'acciajo fitta 
orizzontalmente nel muro e {negata con forza alf in- 
giù , tostochè si rilascia , ripiegasi d' altrettanto 
all' insù , e vibi*a lungamente a guisa d' un pendolo. 

45o* Un elastico compresso tende a dilatarsi con 
i^ual . forza per ogni verso , e si dilata infiitti 
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quando non gli sia impedito dalla coenone die lega 
le soe particele. Quindi ove la coesione è nulla , 
come ne' fluidi elastici , il conato alla dilatasione 
cftrtL egualmente p^ ogni parte. 

GAP. IV. 

EUtìticità dell' aria. 

45i. Lf elasticità' de' fluidi aeriformi è forza di 
singolare energia, operatrice di maravigliosi effetti, 
e r umana industria ne trae gran profitto volgendola 
agli usi meccanici. Adunque molto rilèva il cono- 
scere e misurar giustamente questa forza in rpie' 
flaidi de' quali ci possiamo piìi utilmente valci-e. 
Tali sono 1' aria ed i vaporì acquei. 

45a. L' elasticità de' fluidi si esercita con eguale 
fSano per ógni parte (43o) ; quindi la pressione 
d'un fluido elastico sopra una- data base è sempre 
proporzionale alla base premuta. Immaginiamo una 
(xdonna prismatica d' una nota sostanza , per esem- 
pio di mercurio , che insista normalmente su questa 
base , e premendola con tutto il suo peso equilibri 
lo sforzo del fluido elastico. L' altezza di questa co^. 
lonna misurerà la forza che fa il fluido contro quella 
baie per la sua elasticità. Gàova poi prescegliare il 
nKTcurio , alHne di paragonar prontamente le ela- 
sticitik de' diversi fluidi con quella dell' aria libera y 
la (piale , comò è noto , misurasi dall' altezza media 
del barometro , o sia dall' altezza d' una colonna di 
niercurio di metri 0,76. 
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435. «S'/Tenénsa /•' A scoprire come cresca Tda^ 
stkdtà dell' aria mentre cresce la, sua densità ; ado- 
prò Marìotte (^ un lungo ' sifone di due rami cilio^ 
di*ici verticali uniti da un corto tubo, oriizontale. 
Erano i rami di lunghezza ineguale ^ il più corto 
chiuso ermeticamenta alla ama, il più lungo aperto. 
Per esso versò nel sifone un pò' di mercurio , tanto 
solo che bastasse ad empiette il tubo orizzontale , e 
confinar Y aria nel ramo più corto. Ciò fatto andò 
versando aitile ed altre quantità di mercurio , e no- 
tando ad ogni ripresa il livello al quale si stabiliva 
in ambi i rami. Così; potè 8corgei*e facilmente' con 
qual proporzione andasse crescendo la densità e T e- 
lasticità ddl' aria racchiusa nel corto ramo ; poiché 
. la dig^nsità dovea crescere in ragione inversa degli 
spazj ne' quali F aria ^\ andava successivamente re- 
stringendo ; r elasticità poi era misurata dalla ' diff&- 
l'enza di livello del mercurio nd* due rami , aggiun- 
tovi metri o,n6 per il pesò* dell* atmosfera premente 
sid ramo più lungo. • 

454* Corollario, Il risultato di molte pi-ove fatte 
neir indicata guisa fu questo , che in pari tempera- 
tura 1' dasticità dell' aria è proporzionale alla sua 
densità. 

455. Scolio. Questa proporzionalità che si riscon- 
tra nelle mezzane compressioni dell' ai*ia , non si 
poti^bhe con egual sicurezza estendere anche alle 
massime ed alle minime complessioni : poidiè in 
queste non se n' è fatta la prova, ed altronde può 



(•) Mvu\?ement des eaiix ^ Part. II, Disc. II. 
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ben variare indefinitamente il peso comprìmente, ma 
non può variare indefinitamente la densità. 

436. Sperienza II, A scoprire come cresca Y ela- 
sticità dell'aria mentre cresce la sua temperatura 
sono opportunissime le sperienze del Sig. Volta (^) 
solle dilatazioni dell'aria pel caloi*e. Avendo preso 
un globo cavo di vetro che terminava in uno stretto 
tubo cilindrico minutamente graduato , ed avendone 
dib'gentemente misurata la capacità , riempillo in 
parte con olio y rimanendo il resto pien d' aria. Poi 
taratane la bocca col dito, capovolto lo sommerse 
in ima tina piena d' olio. L'aria racchiusa sorse alla 
cima, occupando la capacità del globo e la supe- 
rior parte del tubo; essa oltre la pressione atmosfe- 
rica sostenea quella dell' olio corrispondente ali* al- 
teua del livdlo della tina sopra Y infimo confine 
dell' arìa. Questa fece egli passare per tutti i gradi 
di temperatura da quella del ghiaccio sino a quella 
dell'acqua bollente, il che conseguì collo scaldare 
a poco a poco 1' olio del vaso ambiente. Ossei'vava 
di grado in grado quanto si dilatasse nel tubo l'aria 
rinchiusa ; e perchè la pressione fosse sempre la 
medesima, aveva l' avvertenza di andar sollevando ad 
ogni volta il tubo , tanto che 1* infimo confine del- 
l' aria rimanesse sempre alla stessa profondità sotto 
il livello della tina. In tal maniera trovò che sotto 
la stessa pressione , per ogni grado del termometro 
di Reaumur di cui la temperatura crescesse , cresce- 
va il volume dell' aria uniformemente di — - del 

2l5 



(•) Àrm. di Chimica di BrugnateUi, T. IV. 

Tom, /. i3 
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volume primitivo che avea alla temperatura zero; 

il che torna ad —^ per ogni grado del termometro 

200 

centigrado, col quale termometro in appt^sso misu- 
reremo le temperature. 

437. Scolio L Assai tempo dopo le memorate spe- 
rienze del Sig. Volta, Gay Lussac (*) e Dalton con 
diversi appallati e modi di sperimentare hanno con- 
fermato gli stessi risultamenti ; ciotf che la dilata- 
zione dell' aria pel calore à uniforme ed è di — ^ 

aoo 

per ogni grado di temperatura. Hanno trovato di più 
che tutti i gas permanenti si dilatano pel calore 
allo stesso modo dell'aria. Ma non può negarsi al 
Sig. Volta la lode d'essere stato il primo a stabilire 
con sicurezza questo punto ch'era molto dibattuto 
tra fisici^ dalle sperienze de' quali nasceva grandis- 
sima varietà e discordanza d' opinioni. Pressoché 
tutti trovavano la dilatazione dell'aria non unifor- 
me , e chi la faceva assai più grande , chi più pic- 
cola. Il Sig. Volta mostrò che queste diversità na- 
scevano dall' umidità che non era stata esclusa a 
dovere. Operando nell' aria perfettamente secca j 
tutte le anomalie scomparvero, e si rendette mani- 
festa la vera legge e la misura delle dilatazioni del- 
l' aria pel calore. 

435. CorolL L Di qui si raccoglie che in pari 
densità 1' elasticità dell' aria pi^sa alla temperatura 

del ghiaccio si accresce di -^ del suo valore per 

ogni grado di cvù cresca la temperatura. 

(•) r. BiQt, Traité de Phjsique , Liv. I, Chap. IX. 
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Poiché nella narrata sperlenza, giunti alla tem- 
|)cratiira di gradi t , Y elasticità primitiva avrebbe 

dovuto sremare (4^4) nel rappoiix) di *i H -^ 

ad I , in grazia della densità diminuita nello stesso 
rapporto. Ma 1' elastirità rimase la stessa. Adunque 
tanto crebbe per 1' aumento di tempei^tura quanto 
dovea 8cemare4[||pl' lo scemamento della densità, che 

è quanto dire di — ^ del suo valore primitivo. 

459. Corali. IL Sia P V elastirità dell' aria nella 
densità :r= i , ed a tempei*atura di gradi o -, p Y e- 
lastidtà della medesima nella densità = </, ed alla 
temperatura di gradi e. Sarà 

44®' Scolio IL Anche questa PiT)ppsizione vuoisi 
resliìngere entro que* limiti di temperatura ai quali 
si stendono le sperienze ; vale a dire della tempe- 
ratura del gelo a quella dell' acqua bollente. Olti'e 
cjuei limili , Ja variazione dell' elasticità pel calore 
potrebbe per avventura seguire altra legge, 

44 !• Scolio III. Vuoisi ancora intendere dell'aria 
perfettamente asciutta ; l'aria umida e Vaporosa non 
si dilata equabilmente , cosicché ad eguali inci'c- 
menti di temperatura non coiTispondono dilatazioni 
uguali , ma sempre maggiorì. Oiid' è a conchiudcre 
«'Ile ancor l'elasticità non cresce in pi-oporzione della 
temperatura , ma in pro}K)rzion maggiore. Di che 
avremo ben tosto una diretta conferma. 






Itfi DBLLJS FORZK MOVKKTI 

GAP. V. 

Elasticità de' vapori acquei. 

44^* XLoLi è fuor di dubbio che Y elasticità de' 
vapori dipende dagli stessi elementi che quella del- 
l' aria ; dalla densità e dalla temperatui'a. Quindi 
paiTebbe che come per 1* arìa così pei vapori doves- 
simo separare questi due elementi , e ricercare par« 
titamente gli effetti di ciascheduno, col far variare 
la densità mentre la temperatura rimanesse costante, 
e viceversa. Ma ci libera da questa fatica una sin- 
golare proprietà de' vapori scopei'ta ed assicurata 
non ]ia guari da diligenlissimi fisici; e questa è che 
la loi*o densità dipende necessariamente dalla tem- 
peratura, di modo che a ciaschedun grado di tem- 
})erutura corrisponde un certo e determinato grado 
di densità che si mantiene costante per quanto o si 
ristringa, o s' allarghi lo spazio pel quale il vapor 
si diffonde. £ questo avviene perchè ristringendosi 
lo spazio , una pai'te del vapore si condensa e si 
lisolve in ac()ua ; e dilatandosi lo spazio , 1' acqua 
sottoposta sviluppa nuova quantità di vapoi*e , onde 
in somma la densità non si muta. 

44^' P^^ altro questa costante densità del vapore 
ha luogo solamente quando siavi una quantità d'ac- 
qua sufiiciente a fornire tal quantità di vapoi*e da 
riempiei^ tutta la capacità dello spazio nel quale 
il vapor si diffonde, e mantenerlo in quel prefisso 
grado di densità. In caso diverso, la densità del 
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vapore sarà liecessajriamente più piccola , ed aiidei^à 
continuamente scemando di mano in mano cLe'si 
dilata la capacità del recipiente; e per lo contrario 
ristrìngendo questa capacità, la densità andcrà cre-^ 
scendo sin tanto che giunga a quel prefìsso gi^ado ^ 
nel quale poi si manterrà costante , per quanto se- 
gniti ad impicciolirsi lo spazio. 

Quando si adopera il vapore come^igente mcr- 
canico , havvi sempre un serbatojo d'acqua capare 
di svolger nuovo vapore onde mantenere saturo lo 
spazio recipiente. Per il che noi potremo sicuramente 
supporre il vapore costituito in quel grado di cen- 
sita che la sua temperatura comporta , ed indagai*e 
quanto 8* accresca la- sua forza dastica all'accrescersi 
la temperatura. 

444- Sperienza, Quest' indagine è stata ultima- 
mente fatta con singolare dili^nza da Dalton (*). 
Il suo apparato consiste in un semplice tubo baro- 
metrico , di cui , prima d' introdui*vi il mercurio , 
si bagnavano le pattati inteme ; poscia intixxlotto 
neUa solita guisa il mercurio ben purgato dall'aria, 
raddirizzato il tubo , e sommei^sa la di lui bocca in 
uno stagnetto di mercurio , 1' umidità introdotta si 
raccoglieva tutta nel vuoto che rìmanea vei^so la 
cima 9 ed una falda sottile d' acqua stendevasi sulla 
superficie del mercurio. Allora s' innalzava per gradi 
la temperatura , versando dell' acqua di mano in 
mano pih calda entro un cannone che attorniava 

(•) Memoires de Manchester y x8o5. y. Bihl. Britann, 
Tom. XX. XXI, et Biot , Traité de^ Physique , Livr. I , 
Chap. XIIL 
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tutto il disopra del tubo. Al ci'^cei'e la temperatu- 
ra , la colonna del mercurio sondava abbassando. 
Sottraendo l'altezza di questa colonna dall'altezza 
che rappresenta la pressione dell' atmosfera , vale a 
dire dell' altezza del mercurio in un barometix> co- 
mune^ avevasi la misura dell'elasticità del vapore. 

445. Scolio I, Fermata la colonna del mercurio 
in queir allpKza che corrisponde al grado della \ tem- 
peratura , si è fatto la prova * di abbassare il tubo , 
portando la sua bocca a maggiore profondità nel 
sottoposto stagnetto di mercurio; o per lo contrario 
di ^sollevarlo ; e si è trovato che in ambedue i casi 
l'altezza della colonna di mercurio elevata sopra il 
livello dello stagnetto rimane sempre la stessa. Que- 
sto è un contrassegno evidente che anche 1' elasti- 
cità del vapore rimane la medesima con tutto che 
nel primo cèàó A diminuisca la capacità dello spa- 
zio occupato >dal vapore , e nel secondo s' accresca. 
E ciò pònferma che la densità del vapore in una 
«tessa temperatura rimane costante., come di sopra 
si è detto (44^)* 

446. Corali, I, La corrispondenza tra la tempera- 
tura del vapoi« e la sua foi^za elastica riuscì a que- 
sto modo 
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Giova avvertire che coir appallato di Balton la 
temperatura non si poteva alzare oltre il grado del- 
r acqua bollente; quindi le elasticità corrispondenti 
alle temperature maggiori di roo , non furono già 
osservate^ ma bensì calcolate dal supposto cbe pro- 
grediscano colla stessa legge colla quale van proce- 
dendo nelle temperature inferiori , la qual legge 
preodei^emo ora ad investigare. 

447* CorolL IL Crescendo le temperature in pro- 
gressione aritmetica , crescono le elasticità a un di 
presso in progressione geometrica. Ed in fatti si 
troverà che i loro logaritmi crescono con dififei'cnie 
presso a poco uguali. 
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448. Caroli IIL Ma queste differenze de* logarit- 
mi sebbene non molto diverse fra loro, pure non si 
mantengono rigorosamente costanti , ma vanno anzi 
lentamente diniiniiendosi a misura che la tempera- 
tura s' innalza. Ond' è a concliiudere che veramente 
le forze elastiche crescono meno di quello che porti 
la progressione geometrica. 

449- Coroll. IV. Il Sig. Laplace (*) ci ha dato 
una formola clie rappresenta con molta puntualità i 
risultati delle sperienze di Dalton , e così rappre- 
senta la vera legge degl* incrementi dell* elasticità 
del vapore. Dicasi la temperatura t ^ p Y elasticità 
corrispondente. Sarà 

avendo ì coefficienti k , m ì seguenti valori 

A: IH 0,0 154547 ; m = 0,0000625826. 

450. Scolio II. Con questa formola si calcola spe- 
ditamente r elasticità conveniente a ciaschedun gra- 
do di temperatura, poiché basterà al logaritmo di 0,76 
aggiungere il numero Al ( t — 100) — m (t — 100 )* 
per ottenere il logaritmo di p, 

45 1. Scolio HI. Anche il Sig. di Bettancour (**) 
attese con molta diligenza a questa indagine della 
forza elastica de' vapori. Il suo apparato consiste in 
un tino o caldaja che egli empiè d^ acqua per una 
determinata porzione , poi la chiuse perfettamente , 



(*) Mécanique Celeste, Tom. IV^ pag. a^a. 
(**) Experlences sur la force expans'we de la oapeiur He 
V^au. Parìs^ <79^ 

y, Prony, Arclu Hydr, , Tom. I tt II. 
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e ne cavò V aria , ìndi con nn sottoposto bragìore 
ìonako gradatamente la temperatura e dell' acqna e 
àA vapore die da essa diflfondevasì nel vano ddla 
caldaja. Un lungo barometro a sifone comunicava 
GoU' interno dd tino. A misura che il vapore ri-* 
icaldandosi aecpiistava forza , scendeva il livello del 
niercnrìo nel ramo vicino del sifone , e s' alzava 
ndr altro ramo. La diffidenza di livello misurava 
r elasticità del vapoie , mentre un tcrmomctix> tuf- 
fiito col bulbo nella caldaja, e sporgente fuor d'essa 
col lungo gambo mostrava la temperatura corrispon- 
dente. 

I rìsultamenti delle sperìenze di Bettancour 
sebbene non coincidono precisamente con quelli delle 
sperìenze di Dalton , tuttavia vi sono abbastanza 
conformi. £ così questa legge della natura die sta- 
bilisce la corrispondenza ti*a la temperatiura e 1' da- 
stìcità dd vapore acqueo è pienamente assicurata 
con due serie di sperìenze istituite con diverso pro- 
cesso. 

452. Scolio IL Crescendo ¥ elasticità assai più 
rapidamente che non fa la tempei*atura , scorgesi 
che nelle altissime temperatui^ può giungei^e la foi*za 
del vapore a un sCji^o sorprendente , e acquistali 
fede i prodigiosi effetti die se ne citano. 

GAP. VI. 

Forza della pò libere d' archibugio. 

453. Lia violenta elasti:ità della polvere d'archi- 
bugio accesa in ristretto spazio è quella stessa de" 
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vapori dell' acqua , di quelli dell' acido nitrico , e 
forte d'altri fluidi aeriformi che nell'accensione della 
polvere svolgonsi all'improvviso in gran copia, la 
forza loro dipende soltanto dalla densità, poicbè la 
temperatura è costante; la densità poi varia secondo 
il i^pporto della quantità della polvei^ allo spazio 
entro del quale è ristretta. Di qui è nato lo studio 
di ricercare in qual proporzione s' aumenti V elasti* 
cita del vapor della polvere, crescendo in data pro- 
porzione la densità. Riferiremo le più recenti spe- 
rienze tentate su questo punto dal Sig. di Rmnford (*). 
454- Sperienza. Servì a questa sperienza un pro- 
vetto consistente in un cannoncino di ferro di grosse 
e salde pareti , della capacità interna di millimetri 
cubi 1472. Ei v' introdusse prima una piccolissima 
carica di polvere del peso di gi'ammi 0,061 ; la qual 
carica riempiva 0,059 <lell' interna capacità. L'area 
della bocca del provetto era millimetri quadrati 5 1 ,66 ; 
ad essa sovrappose un piano che la turasse esatta-^ 
mente , e questo piano aggravò d' un grosso peso- 
In questa capacità tutta chiusa accendea la polvere 
da fuori col calore d' un ferro rovente appressato a 
una protuberanza che l'interna capacità faceva espres- 
samente. Per tal modo istituì una serie di prove ^ 
collo sgi*avare a poco a poco il piano che chiudca^ 
la bocca del provetto , sino a trovare quel peso clicr 
dallo scoppio della polve appena appena venisse^ 
smosso. Ciò fatto ripetè la sperienza introducendc^ 
nel tubo quantità doppia di polvere, indi tripla, ^^ 
così in seguito. Così crescendo la densità del vapor^^ 

\*) Philosoph. Transact. , 1797, Part. I. 
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in serie aritmetica, egli aveva ad ogni sperienza la 
corrispondente elasticità misurata da quell' ultimo 
peso elle la forza del vapore aveva potuto superare. 
455. Corpll, I, I lisultati delle sperienze fui*ono 
come qui appresso. La prima colonna mostra il rap- 
porto col quale crescevano le densità ; la secónda 
indica le elasticità corrispondenti espresse nel modo 
Sfregato all' art. 4^^ * ^1 ^ual effetto abbiara ridotto 
ciascun 4^' pesi osservati al peso d' ima colonna di 
mercurio insistente sidla sezione della bocca del 
tubo , e prendiamo 1' altezza di questa colonna per 
misura della forza elastica. 



msìtà 


Elasticilà 


I 


59- 


2 


100 


5 


219 


4 


290 


5 


426 


6 


• • • 


7 


6i'j 


8 


88;') 


9 


"79 


IO 


1452 


1 1 


1686 


12 


1956 


i3 


2499 


i4 


5o46 


i5 


3589 


iG 


5588 


^7 


• • • t 


18 


854a 



2oi PKLLK FORZE MOYtirTI 

456. CorolL IL L' elasticità non cresce in pro- 
porzione della densità , siccome opinò Hobins C^) , 
ma in una propomone di gran lunga maggiore. 

La legge di questo accrescimento non è facile 
a scoprirsi , atteso lo si^golato andamento della se- 
rie de' numeri che rappresentano le dasticità : ne 
mi sembran molto felici i tentativi del sig. òì Rum- 
ford per tale oggetto. E altronde i risultati di sif- 
fatte sperienze non comportano molta pi^ci$ione. 

457. Corali, ITI, Falsa parimente è V opinione 
dello stesso Robins (**) che la massima foi*za della 
polvere corrispondente al massimo '^^p^o di densità 
non sia che mille volte maggiore della pressione 
atmosferica. Qui noi la troviamo assai più forte, e 
siamo ancora ben lungi dalla densità massima. Non 
abbiamo sperienze clie possano indicarci il sommo 
grado di questa forza. 

458. Scolio L Se nelle scariche de' pezzi d* arti- 
glieria la polvere agisse colla massima energia della 
quale è capace, non vi sarebbe pezzo sì forte che 
non si fendesse al primo colpo. Se ciò non avviene, 
egli è i.^ perchè la palla non tui'a esattamente la 
luce del pezzo ; 2.^ perchè la polvei'e s' infiamma 
rapidamente sì , ma non in istante ; onde avviene 
che non sì tosto la poraon di polvere che piima 
s' accese ha slontanato Y ostacolo , accendendosi il 
resto in uno spazio meno angusto esercita uno sforzo 
minore. Di qui si comprende quanto sia difficile il 



(*) y. Robins 3 Nouoeaux Prìncipe^ d* ArtHlerie comnu. 
par Euler, Prop. 3. 
(*•) Ihid. Prop. 6. 
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ddieniiìnaTe teoricamente la forza onde la piilla è 
cacciata. 

459. Scolio II. Perciò i mezzi migliori ad avva- 
lorare ove sia d* uopo la forza della carica sono di- 
retti a far sì cbe l'obice chiuda esattamente la ca- 
rica , ed al primo scoppio della polvere ceda lenta- 
mente 9 dandole tempo d' accendersi per intero , 
[Mima che lo spazio notabilmente s' allarghi. Da ciò 
dipende V efficacia della piratica ultimamente intix>- 
dotta nello spezzare le roccie a forza di polvere; la 
<[ual consiste C^) nel chiudere il meato della mina 
eoo fina sabbia senza punto calcai*la. 

GAP. VII. 

Forza degli agenti nominati, 

460. X ANTi e sì variabili elementi concorrono a 
modìfìcare la forza degli animali , che ne diviene 
oltrémodo difficile ricliiamarla a certa misura. Cer- 
cheremo di trarla dall' ossei*vazione e dalla s]>eri(»rAa 
quelle più sicure notizie che essa potrà sommini- 
stnircenc. Ma per ordinare nel miglior modo le no- 
stre ricerche gioverà prima distinguere e ridurre a 
certi capi le principali cagioni abili ad indur varietà 
nel valore di codeste forze. 

46 T. Varia in primo luogo la foraa non solo nelle 
diverse specie d' animali , ma anche ne' diversi in- 
dividui. La qual varietà dipende i.^ Dalla parti colar 

r. BibUoth. Britann., Tom. XXIII. 
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costituzione dell'individuo , e dal complessa delle 
cagioni che ponno influirvi. 2.^ Dulia particolare 
destrezza acquistata per l' abitudine. Ognun vede 
non potere questa varietà sottomettersi a^ veruna 
legge ^ né esservi altro compenso fuorché qndlo di 
ccrca^^e de' risultati medj , deducendo da moltiplicate 
prove la forza degl' individui di mezzana attitudine. 
4^^* Varia in secondo luogo la foi*za giusta la 
*;*-\4ÉUf.. diversità del lavoro. Diversi muscoli agiscono ne' 
7'%5ir diversi atteggiamenti dell'animale che fatica; ad 
alcune azioni è d' ajuto , ad altre d' aggravio il peso 
stesso della macchina animale*: onde non è a stu- 
pire che in varj generi di travaglio sia diversa la 
forza. Così aitila è la forza dell' uomo nel portare 
un peso 5 altra nel tirarlo o sospingerlo orizzontal- 
mente 3 altra nel tirarlo o sospingerlo verticalmente. 
A queste tre maniere d'azione che ora separatamente 
ora congiuntamente s* esercitano , panni che si pos- 
sano ridiu're tutte quelle che d'ordinano s'adoperano 
ne' lavori maccanici. 

465. Varia in tei'zo luogo la foi^za secondo la di- 
versa durata del lavoro. Altra , per esempio , è la 
forza che 1' uomo può esercitare in uh conato di 
podii istanti , altra quella che può mantenere equa- 
bilmente con azione continua, o da brevi intei^alU 
interrota , per una giornata intera di lavoro , -senza 
affaticarsi di soverchio. Chiameremo forza assoluti^' 
la prima; la seconda ybrs a permanente. Giova co-* 
noscerlc entrambe , venendo spesso in acconcio d^ 
prevalersi or dell' una or dell' altra. 

404. Varia finalmente la fbrza secondo la diver*^ 
vclocitìi con cui ì'uuiuiale Dell'atto del faticar^ 
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muove o tutto il corpo, o quella parte che agisce. 
Massimo è Io sfoi*zo dell' animale quand' egli sta 
fermo ; s' infievolisce allorché cammina , a misura 
della sua velodtà; essendovi in ultimo tal grado di 
velocità che lo rende incapace d'ogni sforzo. 

465. Parecchi Scnttori (*) con molta lode d' in- 
^'egno hanno tentato di trarre direttamente dalla 
considerazione della màcchina animale e della sua 
disposizione ne' diversi atteggiamenti la misura e le 
varietà della sua foi'za. Ma troppi dati ci mancano 
per giungere a questo scopo. Quindi è convenuto 
loro assumere altre ed altre ipotesi presso che arhl- 
traiìe: onde avvien poi che quand'anche l'ultimo 
rìsidtato concordi colle sperienze , non si possa con- 
diiaderne nulla di certo in conferma degli assunti 
prìncip)^ e della giustezza della teoria. Pertanto 
pirmi miglior consiglio ricorrere immediatamente 
alle osservazioni ed alle sperienze per trame ^ se fia 
possibile , la misura della forza degli animali , e le 
modificazioni che v'inducono le circostanze di sopra 
notate. 

GAP. Vili. 

Della forza assoluta dell' uonio. 



466. Ad esplorare la forza assoluta dell'uomo in 
diversi atteggiamenti utilmente s' adopera il dina- 

(*) De la Hire, Métn, de VAcad. de Paris, 1699. 
- • Lambert. Mcm. de L'Acad. de Berlin y 1776. 
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mometro di Regnier. Consiste questo stmmento (*| 
in una molla ellittica, che si stringe o col premere 
r un contro Y altro i due vertici dell' asse minore , 
o col tirare in senso contrario i due vertici dell'asse 
maggiore. Neil' un caso e nell' altro i fianchi della 
molla s'accostano , e con questo muovono un in- 
dice , che percorrendo colla sua punta un semicir- 
colo graduato segna la quantità dell' accostamento. 

La divisione del semicircolo è do[^ia: la prima 
pel caso che si comprìmano i vertici dell'asse mi- 
nore r un contro l' altro ; la seconda pel caso che 
quelli dell' asse maggiore si stirino in parti con- 
trarie. 

La prima divisione si fa a questo modo : Si 
colloca il dinamometro coli' asse minore verticale, 
ed avendo saldamente fermato il termine inferiore 
di quest' asse , si comincia a caricare il vertice su- 
periore con pesi crescenti d' un chilogi*ammo per 
volta ; e i punti ne' quali l' indice successivamente 
si ferma segnano i gradi corrispondenti a quei pesi. 
La seconda divisione si compie allo stesso modo 
collocando il dinamometro coli' asse maggiore ver- 
ticale , e col vertice di sopra saldamente fermato , 
indi aggravando il vertice inferiore di pesi crescenti 
con differenze uguali. 

Mediante questa macchinetta si è provata la forza 
media dell'uomo i.^ nello stringere con una o due 
mani un corpo; 2.° nel tirare e sollevare un peso 
verticalmente ; 3.^ nel tirarlo orizzontalmente. Que- 
sti ti-e esperimenti riuscirono come segue : 

I*) Journal, Polytcch. , Chap, V. 
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467* Sperìenza L Per esperimentare la forza del 
pugno 9 s* impugna il dinamometro verso Y asse mi- 
nore 9 e sti*ingendo a tutta possa , V indice stilla pri- 
ma graduazione segna il peso equivalente alla forza 
che si fa nello stringere. Per molte prove è risultato 
equivalere la misura media di questa forza a chilo-* 
grammi 5o« 

468. Scolio. Alcune curiose particolarità furono 
avvertite nell' atto di questi esperimenti. La più co- 
moda e più vantaggiosa attitudine nello stringere è 
quella di portare avanti le braccia , chinandole ad 
angolo semiretto colla verticale. La destra comune- 
mente stringe più forte della sinistra : lo sforzo che 
&nno ambe in^ùeme eguaglia la somma degli sforzi 
che fanno separatamente. 

469. Sperìenza IL Per esperimentare la forza del- 
l'uomo nel sollevare un peso verticalmente , si col- 
loca il dinamometro coli' asse maggioi^ verticale ; 
il vertice infeiùore per mezzo d' un uncino si attacca 
al suolo; al vertice superiore mediante un altro un- 
cino s' attacca un braccetto orizzontale , cui V uomo 
prende con ambe le mani e trae all' insù vertical- 
mente quanto può. Allora T indice nella seconda 
graduazione segna il peso equivalente alla foi^za. I^ 
media misura di questa foi^za risultò di chilogram- 
mi i3ò. 

470. Scolio L Qui la posizione più vantaggiosa 
si è quella di tenersi col corpo ben diritto e ver- 
ticale ; soltanto le spalle un po' chine in avanti. E 
I questa posizione è di gran momento , potendo così 
reggersi un j^eso di gran lunga maggiore che in 
qualunque altra attitudine. 

Tom. I. i4 
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4''!. Scolio IL Ancorché tìon siasi cimentata col 
dinamometro né la forza che fa l'uomo allorquando 
in vece di tirare verticalmente all' insii , sostiene o 
solle\'a il peso col tirare o collo spingere vertical- 
mente air ingih , né quella che esercita nel portare 
un peso sugli omeri , tuttavia egli par verisimile 
che la media misura di questi sforzi debba essere 
bensì alquanto maggiore , ma non di molto , di 
quella che si é accennata qui sopra. Il maggior peso 
cui l' uomo di mediocre tempra può reggere per 
qualche tempo , stando fermo , si reputa infatti co- 
munemente di chilogrammi i5o. 

472. Sperìenza III. Per esperimentare la forza del- 
l' uomo nel tirare orizzontelmente , si adopera il di- 
namometro come nella precedente sperienza , salvo 
che egli è collocato coli' asse maggiore orizzontale. 
Nel qual modo essendosi fatte molte prove , n' è 
risultato che la forza media dell' uomo allorché trae 
orizzontalmente in quella attitudine nella quale co- 
munemente si mettono gli uomini che tiran biroccie 
o battelli , é di chilogrammi 5o. • 

475. i^co/fO. Ne' diversi individui varia moltissimo 
la forza assoluta sì nell' azione dello stringere , co- 
me in quella del tirare verticalmente ; non è cosi 
nel tiro oiizzantale ; nella quale azione la diversità 
della forza é circoscritta fra limiti assai ristretti in 
paragone delle altre. La forza degli uomini più ro- 
busti nel tiro orizzontale non eccede guari cbiL 60, 
superando così di soli io chilogrammi la forza me- 
dia. La ragione di questa rimarchevole differenza 
può essere che nel tirare orizzontalmente l' uomo 
s' ajuta più del suo peso che della forza de' muscoli, 
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laddove le altre azioni dipendono totalmente dalla 
forza mnscolare. Oi^ per quanto diversifichi il peso 
ne' varj uomini , pur questo divario è senza compa- 
rasione minore di quello die nella forza muscolare 
di diversi individui la naturai disposizione e l'.eseiv 
cizio sogliono indurre. 

GAP. IX. 

Della forza permanente delU uomo. 

474* -lÌ. proccaciarsi nozioni esatte e sicui'e sulla 
misura di questa forza non v' è miglior mezzo che 
r osservare seguitamente i lunghi lavori de' gioma- 
lieti pagati ad opera, e notare lo sfoi^zo che fanno, 
b prestezza colla quale camminano , la durata , e 
gì' interrompi menti della fatica. I.e prove che si 
sono tentate facendo faticar per brev' ora ed appo- 
statamente alcuni operaj, poco o nulla concliiudono. 
Può facilmente 1' uomo sforzare per breve tempo il 
lavoro , né lascia mai di farlo allorcliè s' avvede 
eh' egli è osservato e che si vuol far prova della 
sua forza. Convien dunque abbandonare si (latti ten- 
tativi , e dall' osservazione piuttosto che dalla spe- 
rìenza cercar dei lumi. Eppur appena v' è alcuno 
che siasi applicato a tali osservazioni ^ che son pur 
facili a fai'si da dii n' è a portata. Alcune ne ha 
raccolte con molta cura e sagacità il Sig. G>u- 
)omb (*). Qui recheremmo quelle che a' più comuni 
lavori meccanici si riferiscono. 



(•) Instit. ?ìati9nal , Tom. II. 
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475. Ma prima conviene assumere una misora 
certa e costante a cui riportare la forza della quale 
si tratta. La foi^za assoluta esercitandosi dall' uomo 
mentre sta fermo , ba per sua naturale misura il 
peso che esso può reggere o smovere : ma la forza 
permanente esercitandosi dall' uomo mentre cammi- 
na , o move parte del corpo , bisogna tener conto 
non solo del peso trasportato , ma ancora deUa ve- 
locitai colla quale si trasporta. Desumeremo adunque 
r effetto della forza pennanente dal prodotto del 
peso per la sua velocità. 

Cercandosi poi 1' effetto dalla forza permanente 
in un' intera giornata di lavoro , egli è chiaro che 
nel paragonare la forza permanente che si esercita 
in divei*si lavoiì , il tempo del lavoro essendo lo 
stesso , la velocità è proporzionale allo spazio per- 
corso. Adunque nel far questo paragone potremo 
ancora prender per misura dell' effetto il prodotto 
del peso per lo spazio pel quale esso vien traspor- 
tato neir opera intera d' un giorno. 

476. Sperienza I. Osservato il lavoro di varj fac- 
chini incaricati di port^ir certe robe a distanza di 
metiù 2000 , ciascun d'essi portò nella giornata chi- 
logrammi 348 , in sei viaggi , carìcandosi di 58 
cliilogrammi per volta. 

Qui r effetto utile esprimesi col prodotto 
348 . 2000 = 696000. 

477. Scolio. L'effetto riesce maggiore, allorché 
r uomo caricandosi di minor peso cammina seguita- 
mente senza alternative di scaricare e ricaricare , e 
senza r intej'ix)mpimento de' ritorni a vuoto, interro- 
gato da Coulomb piìi d' uno di que' merciaj che 
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"▼iaggiano carichi della lor merce , raccolse dalle 
loro risposte che col peso di diil. 44 potean cam- 
minare 19000 metri per giorno. L' eflfetto utile ne 
risulterd^be :=: 836ooo. Quantunque abbiasi per esa- 
gerata quest* asserzione , siccome sospetta Coulomb , 
por non lascia d' apparire in questa maniera d* azio- 
ne un sensibil vantaggio sopra della precedente. 

478. Sperienza II. In simil giusa altri facchini 
portarono in un giorno cliil. 44^4 ^ legna per cia- 
scuno » salendo una comoda scala ; all' altezza di 
metri la. Faceano nella giornata 66 viaggi , e si 
caricavano di 66^^ chil. ogni volta, e può dirsi 68 
pd peso delle corde e fermagli. 

Qui per misurare giustamente 1' effetto farebbe 
d' uopo conoscere precisamente V inclinazione della 
scala , dovendosi moltiplicare il peso non già per 
r altezza verticale a cui fu levato , ma per lo spazio 
corso in lunghezza. Altrove suppone Coulomb che 
l'altezza d' una comoda scala sia un terzo della sua 
base orizzontale; se questa era tale , fu la lunghezza 
del cammino di metri S^^qS ; e Y effetto utile 
^ 68 . 66 . 5^ , 95 = 170520. Ad ogni modo è 
palese che in quest' azione Y effetto utile è molto 
minore che ne' trasporti per via piana ; cosa ben 
naturale , atteso il contrasto del proprio peso che 
convien pur levare insieme colla carica. 

Il tempo del lavoro diurno era di sei ore e 
mezza , ma molto interrotto ; poiché ogni salita del- 
l' uom carico compievasi in minuti 1,1 circa ; co- 
sicché la durata dell' azion faticosa non oltrepassava 
ore I minuti i % nella giornata , e la velocità dalla 
salita era di metri 0,5^5. 



21 4 DELLE FOKZB MOVENTI 

479. Sperienza ITT, Il processo ordinario del bat- 
tipalo , secondo 1' osservazione di Coulomb > è come 
segue. Tal numero d'uomini s'adopei'a comunemente 
a levare il mazzo , che ciascuno ne solleva cliil. 19. 
Ad ogni strappata si solleva il mazzo metri i^i. 
Battono venti colpi per minuto , e dopo tré minuti 
d' azione riposano per altrettanto tempo , poi rico- 
minciano. G)sì durando tutta l'opera giornaliera ove 
sei , la durata dell' azion faticosa non oltrepassa tre 
oi'e. Contuttociò è (|uesto assai penoso lavoro , né 
comporterebbe durata di molti giorni senza scapito 
di salute ed esaurimento di forza. 

Qui r effetto utile è =: 19.1,1 . 36oo = 7 5240. 

Ecco un' altra osservazione di Lamandé Diret- 
tore della fabbrica del ponte di Jena (*). Trentotto 
operaj lavorando io ore al giorno , fanno ciascun 
ora 1 2 volate , ognuna di 5o colpi. Quindi 56oo 
colpi al giorno , appunto come nell' osservazione di 
Coulomb. U mazzo pesa chil. 58^ , e s' alza metri 
1,45. 

Secondo questa osservazione , 1' effetto utile 

587 
sarà -=^ . 1,45 . 36oo = 8o655 ; risultato non 

molto lontano da quello di Coulomb. 

480. Sperienza /^. Ossei'vati lungamente gli ope- 
raj sotto la fatica di gii^i^ la manovella , ha rile* 
vato Coulomb che esercitando essi continuamente 
uno sforzo equivalente al peso di chiL 7 compiono 
da venti giri per minuto y essendo la circonferenza 
del giro metri 2 , 5. Stanno ott' ore al lavoro , ma 

(*j Hacbette, Trait des machineSp pa|^. io. 



I RESISTENTI. 21 5 

pei rìposi de' quali di tempo in tempo abbisogaano, 
il tempo della fatica diurna non eccede ore sei. 

Sarà dunque l'efifetto utile =:=<^. 2,5.^ 200j=:i 16920. 

481. Scolio, Per alcune prove altri {*) hanno tro- 
vato in questo genere d' opera un effetto di gi^an 
lunga maggiore. Essi contano almeno ott' ore di ef- 
fettivo lavoro , a 5o giri per minuto , e con imo 
sforzo continuo di cliil. 12, 2. L' effetto ne risulte- 
rebbe = 4^4^64- ^^ abbiamo già avvertito (474) 
quanto siano ingannevoli cotali prove , e qui ne 
abbiam la conferma. 

482. Sperienza V, Ne' trasporti di terra colle cali- 
nole , avvegnaché il peso della carretta sia per or- 
dinario circa ohil. 5o e si carichi di 70 chilogram- 
mi di terra , tuttavia 1' opera jo non porta che 18 
in 20 chilogrammi , posando il resto sul suolo : in- 
sieme egli spinge con forza che può stimarsi di 2 
in 3 chilorammi , che tanto in circa gli basta per 
vincer l'attrito della carretta carica sopra un piano 
asciutto : sebbene le irregolarità del suolo , e la de- 
sti^ezza dell' operajo rendono questo sforzo ora mag- 
giore 9 ora minore. Ritorna poscia per alti^ettanto 
cammino coUa carretta vuota , ed allora non porta 
pili di 5 in 6 chilogrammi , e pochissima fori&a gli 
basta per ispinger oltre la carette. Per tal modo ei 
può far €omod£unente 5oo viaggi alla giornata di 
metri 29,226 per ciascuno, ed altrettanti ritorni. 

485. Scolio I, Questa è azion mista , giacché 1' o- 
perajo tien sollevato un peso , ed insieme spinge 
orizzontalmente. Per misurarne l' effetto , Coulomb 

(•) Detaguliers^ Cours de Phys, "Leq IV. 



2l6 DELLE FORZE MOVENTI 

moltipllca i •jo cliìlogramrai di terra pd cammino 
per cui vengono trasportati , il quale è di metri 
i46i5 , onde viene il prodotto 10229 io. 

Ma questa non è già , a mio credere , la mi- 
sura adeguata dell' effetto. Chi strascina un peso per 
un piano orizzontale , non sente già né vince la forza 
del peso , ma sì la forza equivalente all' attrito che 
dee sormontare. In simil guisa a misurar l' effetto 
della forza dell' opera jo ne' metri i46i5 ne' quali tra 
il peso che regge , e la spinta che esercita , fa una 
forza di circa chilogrammi 22 convien moltiplicare 
i46i5 per 22, e sarà l'effetto 52 1486. E poiché 
ne' ritorni percorre altrettanto spazio facendo una 
forza di circa chil. 5 , 5 > sarà l' effetto di questa 
parte dell' azione = i46i3 .5,5=: 8o5*ji, Riu- 
nendo ora i due effetti , sarà il totale effetto dd[« 
1' azione giornaliera =: 4^1 85^. 

484. Scolio IL Fu opinione del celebre DanìeUo 
Bernoulli {*) che 1' effetto della forza permanente 
dell' uomo nel lavoro giornaliero abbia una misura 
a un di presso costante , e non varj molto né da 
un individuo aU^ altro , né da un genere di lavoro 
ad un altro. Egli n' esprime la misura inedia col 
numero 2^477'* ^^^ ^^ grandissime differenze che 
abbiam trovate fra gli effetti di diverse azioni smen- 
tiscono questa conghiettura , risultando palesemente 
r effetto dell' azione giornaliera ora maggiore , or di 
gran lunga minore della misura assegnatane da Ber- 
noulli. 



(•) Prix de V Acad., Tom. VII. 
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GAP. X. 



Del rapporto tra la forza e la velocità. 

485. uia j il peso equivalente alla forza cke 
r uomo esercita stando fermo ; e sia /t quella velo- 
cità colla quale camminando ei non . è piti capace 
d' alcuno sforzo. Sia poi F il peso equivalente alla 
forza eli' ei fa , quando cammina equabilmente con 
velocità V, 

Sarà (464) F tal funzione di v, i .° elle scemi al 
crescer di v; 2.^ che quando i'zzo, venga i^=g; 
3.^ die quando v':=:h, venga jP=: o. 

486. Sulla natm*a di quésta funziona invece di 
sperienze o d' osservazioni che sole potrebbono inse- 
gnarcela , non abbiamo che diverse ipotesi da diversi 
Scrittori proposte senz'altra raccomandazione che quél- 
la della loro semplicità. Son esse le tre che seguono 

D 5.* F^g (^ , _ 1. y 

487- CorolL L Misurandosi T effetto della forza 
permanente (475) dal prodotto F \^ , sarà T espres- 
àon dell' e£ktto una delle tre seguenti , secondo che 
ti adotta o T una , o 1' altra delle ipotesi 

(*) Bouguer, Man. des vaisseaux, Liv. I^ Sect. ». 
(••) Euler, NoQ. Comm. Petr,, Tom. IH. 
(•••) Ihid,, VQÌ, Tom. Vm» 



2l8 DELLK FORZE MOVinTl 

i.*' Fh il — — ) ovvero g ** i i y \ 

i!" Fh\/ il — — j ovvero gv l i — —\ 

3.* Fh { I — ]/ — j ovvero g ^^ y i y \ 

488. CorolL IL Per conoscere qual sia il peso del 
quale l' uomo dovrà caricarsi , o' la velocità che do- 
vrà prendere affin d' ottenere il massimo effetto , si 
fera d. Fv=^o, Onde avremo 

I.** F = - g" ; e i' = - /» 
2 2 

x^ F = I g ; e 1^ =-^h == o,58 k 

9 5 

489. CorolL III, Ed il valore del massimo ef- 
fetto sarà 

Nella prima ipotesi :=: j g h 

2 

Nella seconda ipotesi _ g h = 0,39 g h 

Nella teiTsa ipotesi :=i — g h 

490. Scolio, Ma qual delle ti-e ipotesi dovremo 
prescegliere ? e siam noi ceiii che alcuna d' esse 
s' accosti alla vera legge della natura ? E quand' an- 
che una fra loro potesse tenersi per vera , come de- 
termineremo noi per ciascun genere di lavoro per- 
manente i valori de' coefficienti gj h? Eulero assunse 
g^^ cliil. 34; ^ = metr. i,g5 ; ma questa è deter- 
minazione affatto precaria. 



Ridotti sinom a troppo vagbc e mal sicure iio- 
tiae seguiamo almeno la traccili die potnk condurci 
ad acquìstarae , quando clie sia , delle più celle. 
Gioverebbe a til uopo clie io ciascuno de' lavori ne' 
qnali più impoi'ta il conosrci'e la forza dell' uomo , 
i istituisse una serie d' osservazioni al modo e colle 
cautele notate nel Capo precedente , paragonando 
fra loi-o quei casi ne' quali gli operaj sollevano pesi 
difierenti , e notando per ciascim i»eso ìl grado di 
velocità che prendono natnrahnente e 1' efietlo clie 
se ne ottiene. Questa serie ne farebbe scoprire la 
forma della funzione eh* esprime la forza per la ve- 
locità , e poche sperienze della serie scrvii'ebboiio a 
determinare i cocllicienti costanti. Sommo utile ap- 
portei-ebbe alla Meccanica una tale scoperta , della 
quale dipende l' impiegare col maggior vantaggio 
possibile le forze degli agenti animati. 

GAP. XI. 

Della forza delle bestie. 

491- Ok poco sappiam di preciso sulla forza del- 
Tuomo, egli è ancor meno quello clie alibiamo circa 
la forza delle bestie da tiro o da soma , il che in 
tanta facilità di raccoglier su questo punto d^li 
Utili lumi , ed in tanta importanza dell' argomento 
per la dii-ezione de' lavori meccanici , può parere 
assai strano. Poclii^ìmo sarà pertanto quello che qui 
potrem dirne. 

493- Sperienza. Esplorata col dinamometro (472) 
Li forza assoluta di vari cavalli di mezzana ta;ilLa 



1 
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i 

nel tirare orizzontalmente , ne dedusse Regnier il 
valor medio , che rìsultò da chil. 3So. 

495. Scolio J, £ dunque in questo genere d'azio* 
ne la forza assoluta del cavallo settupla di qudla 
dell' uomo. Non è già così nel portar pesi ; né po- 
trebbe il cavallo reggere ad un carico sette volte 
maggiore di quello d' un facchino. 

494» Scolio IL Circa poi la forza permanente del 
cavallo nel tiro, crede Sauveur cL' ei possa lavorare 
ott' ore al giorno , esercitando una forza di chilo- 
grammi 85,66 con velocità di metri 0,97 per se- 
condo : onde Y effetto verrebbe (475) espresso pel 
numero 2592998. Più verisimile è la stima di 
Smeaton clie riduce quest' effetto a 17 1620 1. £ 
quanto al portar canchi , stimasi che portar possa 
chil. 97,9 per metri 88980 ; onde Y effetto sarebbe 
5816142* Ma non so quanto possiamo affidarci in 
queste misure , che sembrano a dir vero eccedenti 
per un' opera continuata a più gioiti. 

495. Scolio IH. Abbiamo infatti un* osservazione 
di Hachette (*) della quale la forza permanente del 
cavallo nel tiro ci comparisce di gi'an lunga miuoi'e. 
Egli osservò lungamente 1' azione d' un cavallo che 
s' impiegava nel meccanismo seguente. Il cavallo 
conduce in giro una ruota o timpano orizzontale 
che per via d' una corda che gli si avviluppa at- 
torno , trae un secchio d' acqua da un pozzo. D 
pozzo è profondo metri 52,5 ; il secchio tiene 90 
pinte d' acqua , e pesa tutto compreso 100 chilo- 
grammi. Ad ogni minuto viene sollevato un secchia 

(*) Traité des machineSf pag. 1%, 
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La durata dd travaglio varia da un giorno all'altro 
secondo Y occori'enze ; ma per on termine medio dì 
lavoro continuo si può stimare di ore cinque. Cosi 
Tefifetto utile sarà = loo. 3a,5. 5oo := g^Sooo. 

496. Scolio IV, Vagliono ancor per la forza delle 
bestie quelle osservazioni che abbìam fatte sulla for« 
Ea deir uomo in rapporto alla sua velocità , e sul 
modo di cercarne la precìsa ed adegiiata misura. E 
sai^bbe a desiderare clie T utilità dell' argomento 
invogliasse coloro che soprintendono ai grandi lavori 
meccanici a dirigere verso questo scopo le loro ri- 
cerche. 

GAP. XU. 

BelV Attrìto. 

497. A compiere la ti*attazione delle ibi^ze attive 
rimarrebbe a parlai^ di quelle che si ti*aggouo dal- 
l'urto dell'acqua o del veuto: ma la misura dì que- 
ste appartiene all' Idraulica. Passando alle forze pas- 
sive e resistenti, cioè a quelle che non tanto vaglio- 
no ad indurre il moto , quanto ad iuipcdirlo , tra- 
lasceremo per la stessa ragione di parlai^ della l'e- 
sistenza de' mezzi fluidi , rcstiingendoci a quelle che 
provengono dall' attrito , dalla rigidezza delle funi , 
e della tenacità de' solidi. 

498. Tre specie d' attrito si distinguono dai mec- 
canici , o piuttosto in ti'e diverse maniere dì moto 
si considera e si misura 1' attrito. E sono i.*^ quello 
d'un corpo che striscia radendo un piano; a. ^ quello 
d' un cilindro che ruzzola sid piano ; 5.^ quello 
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dell' asse d' uoa ruota o d' una carrucola ; o giri 
r asse , o giri il cerchio attorno il medesimo. 

499. Gli elementi che ponno influir sulV attrito 
sono I.* la pressione di cui il corpo gravala super- 

^fìcie sulla quale cammina ; 2.^ la scabrosità delle 
superficie che scambievolmente sofiregansi , dipen- 
dente dalla diversa loro natura e preparazione ; 
5.^ la durata del loro scambievole contatto; 4»** ^'^ 
stcnsione delle medesime ; 5.^ la velocità del moto. 
Sull' influenza di ciascuno di questi elementi la sola 
sperienza può illuminarci. 

500. Ma qui pure non possiam troppo fidarci 
delle prove fatte in piccolo, nelle quali 1' operazion 
dell' attrito può venir mascherata da quella di acci- 
dentali ed estranee cagioni che per avventura vi si 
aggiungano. Ora due celebri sperimentatori Coulomb 
e Ximenes (*) con lunga serie di spericnze in gran- 
de hanno contemporaneamente cercato la misura e 
le varietà dell' attrito. I loro risultati per lo più 
concordi spargono molta luce su quest' argomenta 
Se non che Coulomb avendo maggiormente variate 
le sue pi'ove , ha potuto avvertire la notabile in- 
fluenza di alcuni elementi inosservati a Ximenes , 
ond' è rimasta nelle speiienze di quest' ultimo qual- 
che iri'egolarità. Da questi dunque e specialmente 
dal primo trarremo noi le sperienze dell' attrito, co- 
minciando da quello della prima specie. 



/*) Goulomi), Mém. presentées à VAcad. , Tom. X. 

Ximeiies , Teoria e pratica delle resistenze de' solidi 
ne* loro attriti. Pisa 178». 



Queste spcrìenze sono di due maniere. Per le 
prime si misura Y attrito , quando le due superficie 
posavano ferme 1' una sull' altra , e si vuole stac- 
carle dal mutuo contatto. Per le seconde si misura 
r attrito , quando 1' una superficie scorre sulT altra 
con velocità qualunipie. 

5oi. Sperienza L II trìbometro che per questa 
sperienza adoprarono Coulomb e Ximenes è sostan- 
zi jdmen te lo stesso. Sopra una lunga tavola orizzon- 
tale di legno posa una zattera pur di Ic^o che si 
aggrava di varj pesi. La zattera vien tratta orìzzon- 
taluiente da una flessibile funicella , che passando 
per una girella mobilissima porta appeso un piatto 
sul quale sì vanno aggiungendo de' pesi , finché si 
giunga a quello che besta a spossare la zattera, e 
questo peso è la misura dell' attrito. Si varia a pia- 
cere la qualità e F ampiezza delle superiìoie soggette 
al fregamento , coU' inchiodare o sulbi tavola , o 
sotto il fondo della zattera delle lastre di varia na- 
tura e grandezza. Or ne' seguenti Gorollarj riferire- 
mo i risultati delle sperienze. 

5o2. CorolL I, In pari circostanze T attrito è pro- 
porzionale alle pressione. Sia la pressione = ^> po- 
trà r attrito esprimersi per f Q , essendo f un coef- 
ficiente invariabile nelle diverse pressioni. 

Se non che e dagli esperimenti di Coulomb, e 
meglio da quelli di Ximenes pare che il coefficien- 
te f scemi alcun poco nelle grandi pressiont. Tutta- 
via la differenza è piccola , e per Io più può ti*a- 
bcnrarsi con sicurczz.i. 

5o5. Caroli. IL Varia l'attrito secondo la qualità 
(ielle superficie. Fra legni nuovi , abbenchè piallali > 
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9 

egli vai circa la metà della pressione; fra metalli-; 

4 

fra legni e metalli -z . 

Quando le superfìcie son logore per lungo le- 
gamento , r attrito si fa minore. Così ne' l^ni dalla 
metà del peso riducesi ad un terzo. U attritp fra le- 
gni riesce anche molto minore quando le fibre' s^ in- 
contrano ad angolo retto , per la* qual circostanza il 
fregamento riducesi ad un quarto della pressione. 

504. Corali. III. Spalmando le supei'Gcie con ma- 
tèria untuosa si ottiene un considerabil vantaggio, e 
tanto più quanto l' unto La più consistenza. Go6Ì 
r unto di sego fresco scema il fr^amento circa per 
metà. 

E quand' anche Y unto non si rinnovi , findiè 
resta nelle superficie alcun poco della vecchia un- 
tuosità ; dura tuttavia il vantaggio , potendo consi- 
derarsi l'attrito delle supei^cie untuose siccome me- 
dio fra quello delle superficie asciutte , e quello 
delle superficie^i fresco spalmate. 

505. Scolio IV, Varia 1' attrito secondo la du- 
rata del contatto, e cresce per un certo tempo sin- 
ché giunge al suo valor massimo e costante. Questo 
tempo è d' un minuto o due ne' legni ; brevissimo 
ed impercettibile ne' metalli ; ma ne' legni sovrap- 
posti a metalli dura parecchi giorni. Si prolunga 
molto coli' ungere le superficie. Generalmente è mag- 
giore quando le superficie sono estese, e quando so- 
no eterogenee. 

' 5o6. Scolio I. Per questa circostanza non avver- 
tita da Ximenes è corsa nelle sue sperieoze qualdie 
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irregolarità. Non appettando eg^i il massimo accresd- 
menlD delT attrito , dovea per lo pìili riuscirgli mi« 
Dore di quel che trovasse Coulomb. Cosi fu iofiitti , 
fi la diversità a|^nto si palesa madore in tutti 
gK attriti fra ìegoì e metalli , e ib que* casi dove 
interviene untuosità. Allo stesso modo si spiega qual* 
die discrepanxa che incontrasi ne* risultati di Xime<- 
nes paragonati fra loro : potendo essa nascere dal piìi 
o raen tempo ddl precedente contatto. 

5o^. CorolL V, L'attrito poco o nulla dipende dal- 
P ampiezxa delle superficie. Ben è vero die quando 
la pressione è piccola , e la superficie molto estesa , 
la resistenza trovasi alquanto ma^mre , massime le 
si frapponga intonaco untuoso : ina quest' aumento 
molto irregolare ed incostante nasce probabilmente 
dalla coesione. 

5o8. Scolio IL Hawi un altro modo (*) di ri- 
cercare il coeffiden te y dell'attrito per un dato cor- 
po. E questo consiste nd trovare per esperienza qud 
più ripido piano su cui ^d corpo possa per se me- 
desimo sostenersi. Declini questo piano dalla verti- 
cale coli' angolo m ; sarà f = cot. m. In fatti il 
corpo tende a scendere con forza = g cos. m , e 
preme il piano con forza = g sin. m, E dunque 
l'attrito =yg sin. m. E poiché esso equilibra la 
forza, che il corpo fa per discendere , sarà 

y g sin. m r= g cos. m ; o sia y =; cot. m. 
Cosi essendosi trovato i^*) die i mattoni si so- 



(*) Bulfinger, Comm, Petrop. Tom. II. 
(**) Parrooet , Mém, de V Acad. 1769. 

Tom. /. l5 
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Stengono su d' un piano mediocremente liscio , por- 
cile declini dalla verticale gradi 5o , sarà pei mat- 
toni f = o3 circa. 

Le terre smosse non si sostengono a piombo, 
e prendono naturalmente un declivio dalla verticale 
di gr. 60 se sono terre sabbiose e sciolte, di gr. 54 
se sono terre forti. Adunque per T attrito delle terre 
fra loro il valore di f starà fra o,58 e 0,^3. 

509. Sperìenza IL Per questa sperienza adopra 
Gnilomb lo stesso tribometro : se non che il piatto 
che porta il peso può scendere per liingo spazio , 
traendo per altrettanto spazio la zattera. Egli dun- 
que la lascia scorrere tratta dal peso per l' intera 
lunghezza della tavola ; e con un orologio a mezzi 
secondi confronta il tempo in cui la zattera percorre 
la prima mc;tà della lunghezza col tempo in cui 
percorre Y altra metà. 

Talora il primo intervallo di tempo riuscì pros- 
simamente doppio del secondo. Allora è fiidle 3 
dedurne che il moto era uniformemente accelerato. 
In fatti dicasi 2/ la lunghezza della tavola ; posto 
il moto uniformemente accelerato , il tempo nel 
qnale viene percorsa la metà / della lunghezza, 

sarà (aio) ^=■^ — 5 ed il tempo nel quale è per- 
corsa r intera lunghezza 2 / sarà tf =: ^ , . Quindi 

Ve 

il tempo nel quale viene percorsa la seconda metà 
della lunghezza sarà t' — ^ = , , — ^ • 

Ve 

Adunque i tempi t , tf —^ t ne quali si passano suc- 
cessivamente le due metà della tavola stanno fra di 
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loro come ^a : |/4 — )/a > la qnal ragione non è 
gran fatto difierenie da quella di a : i. 

Pertanto quando s* è trovato il primo intervallo 
di tempo all' incirca doppio del secondo , si doveva 
conchiudere essere il moto equabilmente accelerato, 
e quindi Y atti*ito esser costante ed indipendente 
daUa velocita. Del paragone degli spazj co* tempi si 
^tea calcolare il valore della forza motrice, e quindi 
ncavare la misura dell' attrito. 

TaF altra volta trovò die i tempi erano a un 
dipresso eguali , ed il moto sensibilmente uniforme. 
Allora è forza ccmchiudere die 1- attinto crescesse col 
crescere della vdodtà. L' attrito poi per qiial grado 
di velodtà di' ebbe luogo nell' esperimento , si mi- 
sura dal peso traente. 

Or ecco i risultati che per molte prove s' ot- 
tennero. 

5 IO. Caroli. /. L' attrito de' corpi in moto gene- 
rahn^ite parlando è minore di quello che convien 
superare nd primo distacco dell'uno dall'altro. Non 
è però uguale in tutti il divario. Ne' legni essendo 
l'attrito dd primo distacco la metà ddla pressione, 
r attrito nd moto continuo non n' è pììi che 1' ot- 
tava parte. All' incontro ne' metaUi non v' lia sen- 
sibil divario fra il primo attrito e il secondo. Bensì 
fra legni e metaUi , né quali abbiam veduto il pri- 
mo attrito essere ? della pressione , il secondo in 

un moto lento e continuo si riduce ad — . 

Sii. Corali, IL Ne' legni e molto più ne' metalli 
l'attrito ai mostra costante, ed affiitto indipendente 
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dalla velocità. Non così fra l^ni e metalli : quivi 
r attrito col crescere della velocità s' aumenta smsi- 
bil mente , quantunque in una pit^rzione assai mi- 
nore. 

Ben è vero che quando i legni sono lepori per 
continuato fregamento , e specialmente se il carico 
è grave e la superficie piccola > la velocità non in- 
fluisce piti tanto sulV attrito. 

L' unto di sego fi*esco altera» alcun poco la co- 
stanza dell' attrito , e lo fa crescere al crescere della 
velocità; ma qui pui« pò: poco die la superficie sia 
usata, e per così dire incallita al soffir^amehto, la 
resistenza torna a un dipresso costante : cbe però 
può con sicurezza rìsguardai*si per tale nell' uso pra* 
tico. 

GAP. XIII. 

Stconda specie. d' attrito, 

ai 5. Òpirtinza, Sopra due tavolette paralldLe pò* 
ste in perfetto piano orizzontale e distanti per qual- 
cbe spazio si posa un cilindro perpendioolarmeate 
alla loro lunghezza. A questo nell' intervallo ddle 
due tavolette si accavalla un pieghevole spago che 
porta appesi a' suoi capì due pesi eguali che ten- 
gono il cilindro in equilibrio. Allora da una parte 
si accresce tanto peso quanto si trova bastare per 
dare e mantenere al cilindro un mòto lento e con- 
tinuo. Questo peso è la misura dell' altrito cbe il 
cilindro dee vincere nel ruzzolare sul piano. 
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Qui pn6 cariarsi 'a piacere il diametro e la 
materia del cilindro. Volendosi poi variar la pres- 
sione , invece d' un solo spago si può accavallarne 
al cilindro due o pih , acconciamente distribuiti. 

E per aver più sicuro riscontro di quel pesetto 
die rompe Y equilibrio , si fanno ad ogni volta due 
prove , accrescendolo prima da una parte poi dal- 
l' altra ; e se il divario è piccolo , si sta al valor 
medio fra i due osservati. La stessa cautela si ado- 
pera ancora nelle sperienze che appresso descrive- 
remo. 

5i3. Coroll, I, In pari circostanze V attrito di 
seconda specie è prossimamente in legione inversa 
del diametro del cerchio o cilindro rotante. 

5i4« CorolL II. Varia ancora quest' attrito secon- 
do le diverse^ materie che formano il cilindro o il 
piano. Sembra però che T untuosità non giovi punto 
a scemarlo. 

Rotando un cilindro di guajaco del raggio di 
m. 0,08 1 sopra un piano di rovere , lìsultò dalle 
sperienze fi^. 0,006 ; e rotando il medesinào sopra 
un piano d' olmo , si trovo y*^= 0,010. Da che si 
vede essere Y attrito della seconda specie ben pic- 
colo in paragone della prima. 

GAP. XIV. 

Terza specie £ attrito, 

5i5. OPiKisKEAé Ad una troclea girevole col mio' 
^ttse entro un cerchio fisso che Y abbraccia si adosèa 
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uno spago pieghevole che <i carica ne' suoi capi con 
pesi fra loi*o ^[uali ^ or piii or meno grandi , onde 
variar hi pressione. Poi s'accresce da una parte qod 
peso che si tax)va bastare per imprimere alla troclea 
una rotazione lenta e continua» 

Per dedurre da questo peso addizionale la mi- 
sura dell' attrito è da riflettere che il peso agisce 
sull' estremità del raggio della troclea , laddove k 
resistenza dell' attrito si esercita sull' estremità del 
raggio dell' asse , vale a dire nel contatto fra 1' asse 
e il cerchio. Perciò convien ridurre quel peso ad 
una fok*za equivalente, che sia dilettamente opposta 
alla resistenza dell'attrito; al qual fine bisogna (lO^): 
aumentarlo in ragione del raggio dell' asse al raggio 
della troclea ; e il valore del peso così aumentato 
dà la misura dell' attrito. 

Tenendo poi dietro alla discesa del peso pre- 
ponderante , e confrontando il tempo deUa discesa 
per la prima metà della lunghezza col tempo deOa 
discesa per 1' altra meta , si riconosce (Sog) se 1' at« 
trito sia costante, o se cresca insieme colla velocità. 

Per ultimo è da avvertire che quando vogliasi 
crescer molto la pressione , invece d' uno spago è 
forza adoprai*e una funicella di canape. Allora la 
resistenza si acci-esce per conto della rigidezza della 
fune, e bisogna corre^ere il risultato, detraendone 
il valore di questa resistenza estranea. Come ciò si 
faccia . mosti'eremo nel Capo seguente^ Frattanto ecco 
i- risultati delle sperienze di Coulomb. 

5i6. CorolL L In pari circostanze trovasi l' at- 
trito prossimamente propor^oQale alla pressione v dico 
prossimameilie :, perchè qui pure , come sopra (3oa), 
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sotto le grandi pressioni l' attrito s' impicolisce al- 
cun poco. 

5i^. Coroll, IL Varia V attrito secondo le inate-i 
rie die forman 1' asse e il suo cerchio. Essendo l'asse 

di ferro , e il cercbio di rame , Y attrito è - della 

7 
pressione ; ma quando 1' asse ed il cerchio sono di 

legno 9 si ha minor fregamento , che è circa — 

della pressione. 

5i8. Coroll, II L Qui pure si ottiene gran van- 
taggio dallo spalmare le superficie. L' unto recente 
di sego scema 1' attrito della metà. Esso poi ricixv 
soe a misura che X untuosità si consuma , ma ciò 
& più lentemente che non nell' attrito di prima 
specie. 

Sig. Scolio I. Questo insultato è contraddetto dalle 
sperienze di Ximenes, cJie non ebbe sensibil vantag- 
gio dall' ungere gli assi e i cerchi delie girelle. Ma 
conviene avvertii^ eh' ei si valse di gix>ssi canapi , 
senza tener conto della loro rigidezza. Or dalle di- 
mensioni dì' ei ne dà appansoe che questa rigidezza 
dovea formare una resistenza di gi*an lunga supc- 
riore a quella che proveniva dall' attrito. I suoi ri- 
sultati offrono in complesso 1' effetto delle due resi- 
stenze , ma non somministrano i dati richiesti a mi- 
surarle separatamente. Né possiamo trarne alcima si- 
cura conseguenza sulle varietà dell'attrito, che delle 
due resistenze è la più piccola. 

5ao. Coroll, IV. L' attrito degli assi non dipende 
punto dalla vdocità : almeno essa v' influisce si po- 
co , che nella pratica può aversi per nulla. 
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521. Scolio IL Scorgesi che V attrito degli assi è 
minore di quello della prima specie. Bossut (*) ne 
dà per ragione potersi ^riguardar questa specie d' at- 
trito siccome mista e partecipe dalla prima e dalla 
seconda. Non so quanto possa valere questa i*agionc. 
Neil' attrito di seconda specie il corpo non tocca il 
piano che in una sola linea, e tosto 1* abbandona; 
ma nell' attrito degli assi del pari che in quello di 
prima specie , le due superfìcie stiùsciano continua- 
mente r una sull' altra , né si abbandonano mai , 
riducendo$i tutta la differenza al farsi lo stiìscia- 
mento in una superfìcie cilindrìca in vece d' una 
superficie piana. Quel che può render minore V at- 
tinto degli assi a mio parere è piuttosto , che sicco- 
me la superfìcie soffrcgata e sempra la stessa , e à 
Scalcano sempre le stesse traccie, così le punte pro- 
minenti una volta piegate non deggioii più Bare 
quella resistenza che farebbono se si dovessero pie- 
gare altra volta : onde nella continuazione del moto 
par bene che Y attrito dcggia risultarne minore , 
siccome di fatto lo troviamo. 

GAP. XV. 

Dctla rigidezza de/ canapi, 

5^2. XER ben intendete onde provenga questa 
resistenza immaginiamo una forza che sollevi un peso 
traendo una fune addossata ad una tixìclea , o ad un 

(*) Bossut « Mechan.y § 3o8. 
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cilinclro^ Se la fune non è perfettamente pieghevole, 
avviene nel tifarla che rimane per qualche tratto 
discosta dalla superficie del cilindro » allontanando 
così il peso dell* asse di rotazione , e fecendo cre- 
scere il suo momento , cosiqdiè ci vuole per questo 
oonto nna forza alquanto maggiore per solle\'arlo. 
Questa forza addizionale vince e misura la resistenza 
proveniente dalla rigidezza. Essa può variare i.^ se- 
condo la ten2>ione della fune , o sia il peso ond' essa 
è gravata ; 2.^ secondo la sua diversa qualità , fab- 
brica e prepai^azione ; 5." secondo la sua grossezza; 
4.° secando il raggio delia troclea o cilindro attorno 
del quale deve piegarsi. Quanto vaglia ciascuno di 
questi elementi colla scorta della sperienza ricerche- 
remo. 

Ssi5. Sperienza. In due diversi modi sperimentò 
Coulomb la rigidezza de' canapi , e n' ebbe rìsultati 
in tutto concoixli. Il modo più semplice è quello 
stesso che fli descritto all' art. 5ia , se non che in 
vece di spigo si adopera un canapo . più o men 
glosso^ Da quel peso poi che rompendo V equilibrio 
imprime e mantiene nel cilindro un moto lento e 
continuo , convien detrame quella parte clie vince 
V attrito di seconda specie ; il resto vince e misura 
la resistenza del canapo. 

334* ComlL L Variandosi il peso che tende la 
fune , e tutte 1' altre circostanze restando pori ^ la 
rigidezza della fune per una parte è costante , per 
r altra è proporzionale alla tensione. Cosicché può 
esprìmersi per la formola f€ -^ 9 Q , essendo Q il 
peso tendente. 
5a5. CorolL IL Varia la rigidezza , e quindi va- 



23i BKLLI FCmZK MOVENTI 

riano i coéffidaiti j^ , f seconda la divei*sa qualità , 
fabbrica e preparauone delle funi. Il cbe abbi'aceia 
una diversità pi^sso che infinita , specialmente attesi 
i molti elementi cbe concorrono a diversificare la 
fy^brica delle corde di canape. Generalmente può 
dirsi che le funi sono più rigide quanto più sono 
nuove e più attòrte. Le funi impeciate sono più 
rigide delle bianche. 

526. Caroli, III. Variando il raggio della fime , 
o la sua circonferenza, varia la rigidezza non già in 
proporzione del raggio siccome prima suppouevasi , 
ma ih maggior proporzione. Essa è come una po- 
tenza k del raggio o della circonferenza , essendo 
r esponente A: maggior dell' unità , ma diverso nelle 
varie qualità di fune. Nelle funi nuove, e nelle funi 
impeciate può assumersi k :=: 1,7 ; nelle fimi molto 
usate A = 1,4- 

527. CorolL IV, Variando il raggio della troclea 
o del cilindro su cui s' avvolge la fune , varia la 
rigidezza in lagione inversa del raggio. 

628. CorolL V, Ecco i valori de' coefficienti /» , t 
per due funi 1' una bianca , 1- altra tinta di pece y 
della circonferenza di metri o,o652, ed avvilupate 
a un cilindro del raggio di metri o,o54i 
Per la fune bianca 

^ = cbil. 2,06 ; V =: o,ogo 
Per la fune impeciata 

lA ;= chil. 5,25 ; p = 0,116 
Di qui si può prender norma per valutare a 
un dipresso questa resistenza in ogni altro caso. 

529. Scolio, Può nascer dubbio se la resistenza 
proveniente dalla rigidezza delle fimi sia costante, 
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oppur se cresca insieme colla velocità. A rìmover 
questo dubbio osservò Gonlpmb cbe se nella tpe-^ 
nenia ddU art. 4^3 invece d' uno spago d v* ado- 
prava una fune , la discesa del peso preponderante 
era tuttavia equabilmente accelerata , e però la re- 
sistenza era costante. Or questa resistenza ba due 
parti , r una procedente dall^ attrito , 1' altra dalla 
rigidezza del canapo. La prima di queste (Sao) è 
OMlante , dunque lo è ancor la seccmda. 

GAP. XIV. 

ResistenuM assoluta de' soUdL 

53o. Un vincolò tenace stringe fra loro le par- 
ticelle de' corpi solidi , opponendo gagliarda resi- 
stenza alla forza cbe tenti di sepai'arle. Ognun vede 
che questa resistenza dee variai'e non solo nelle di- 
vense specie di solidi > ma ben anche secondo le va- 
rie loro dimensioni , e secondo il vario modo col 
quale la forza s'applica a tentar la rottura. Se tutti 
i solidi fossero perfettamente omogenei ed inflessi- 
bili , la resistenza d' ogni sezione potrebbe riguar- 
(lai*si come la risultaate di tante forze eguali e pa- 
rallele quanti sono gli elementi eguali della sezione , 
onde sarebbe proporzionale all' area delia sezione , e 
niccolta nel di lei centro di gravità. Allora tutte le 
varietà dipendenti dalle dimensioni del solido, e dal 
niodo di applicazione della forza , potrebbono geo- 
nwtricamente determinarsi. Òr qiumtunque mai non 
s' incontri questa perfetta ed uguale rigidità delle 
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Sbre ; pur gioverà di assamerla sicoome ipotesi , e 
vedere., dietro la scorta del Galileo (*)' ^^ì conse- 
guenze ne derivino. Consulteranno poscia V esperìeo' 
SUI ^ e il confronto de' risultati ci mostrerà quanto 
all' eterogeneità delle parti , e quanto all' imperfetta 
loro elasticità debbasi attribuire. 

53 1. Sia un solido prismatico (Fig. 59) fitto nd 
miìTO da una sua estremità , e- udì' altra estremità 
gmvato d' un peso cbe stia per rodiperlo ndla se- 
zione MRSN , cosiccbè sia equilibrio tra qud peso 
e la resistenza del solida Prendesi questo peso a mi- 
sura della resistenza. 

Se il peso trae normalmente alla sezione MRSN, 
siccome fra il peso P ^ tendendo a svellare il solido» 
dicesi la resistenza assoluta : se trae parallelamente 
alla sezione MRSN, siccome fa il peso Q , tenden- 
do a rompere il solido per traverso ^ dicesi la resi" 
sterna rispettiva, 

552. Proposizione, Esprima il coefficiente A: la te- 
nacità di ciascun elemento della sezione MRSN; 
e riferita quella sezione all'asse j4 D ^ intorno coi 
la supporremo sim rietrica, sia x l'ascissa, ^ l'ordi- 
nata d' un punto qualunque del suo perimetro. La 
resistenza assoluta di quella sezione, o sia il peso P 
cbe le fa equilibrio , esprimerassi così 

Sarà infatti il trapezio elementare efghz:z7iyd.r , 
e la sua tenacità ;=: ^kydx. Quindi la risultante (55oj 
o sia la tenacità totale dell'area MRSN, cui dev'es- 
sere eguale ed opposta la forza P, saLvk^zakfydX' 

(•) Galileo, Op., Tom. III^ pag". 66 e »cg^. 



\ 
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555. CorolL L Adunque ne' solidi omogenei la 
resistenxa assoluta è pit>poraio.nale alle loro aexioni 
perpeil(idÌ€olari alia foi'za distraente. 

554- Sperienza L Miisscbenbroek {*) dmenià la 
resistenza €issoluta di vaij solidi col seguente artifi- 
éù. Fermatane saldamente Y estremità infei*ioi*e , le- 
gava r altra estremità al braccio piU corto d' una 
stadera. Poi nel braccio più lungo andava scostando 
il marco , e cos^ accresceva gradatamente la forza 
teodente a sollevar 1' altro braccio, ed a scbiantai'e 
il solido. Notava il segno ov' era giunto il marco al 
momento della rottura , e da ciò conosceva la forza 
ricliiesta a superare la tenacità. 

Fece così molte prove specialmente su varie 
specie di legni , e sopra corde metalliche di diversa 
natura e gix>ssezza. Altri poscia ne ban fatto sulla 
resistenza d' alcune pietre , e de' cementi. Noi suc- 
cintamente esporremo i pici notabili insultati. 

555. CorolL L Ne' corpi della stessa materia do- 
viebbono le resistenze variare in proporzione delle 
lezioni trasversali ; or ne' metalli deviaix>no da que- 
sta legge, non pe^ò gran fatto, ed ora in un senso, 
ora in senso opposto. Ne' legni l'aberrazione fu mag- 
giore ed affiitto irregolare. 

Egli è palese che queste anomalie provengono 
da difEetto d' omogeneità , forse scomparirebbono , se 
le sperienze si eseguissero in grande; ma tali prove 
in gi'ande sono estremamente dilEcili a motivo delle 
forze enormi che richieggono. 



(') Introductio ad coJicerentiam corporum firmoruni xjag. 
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536. Coroll. IL Tra i metalli dopo Y oro il pù 
resijBtmte è il faro ; vengono appresso V argento e 
r ottone , metalli d' uguale tenacità ; segue il ramo; 
dobolissimi sono lo stagno ed il piombo. Il rap- 
porto delle tenacità è a un dipresso il seguente 

Oro Ilio 

Ferro looo 

Argento ed Ottone . . 8ao 

Rame 665 

Stagno no 

Piombo 65 

Giusta alcune prove del Sig. di Rnmford un 
centimetro quadro di buon fenxi lavorato sostiene 
chilogrammi 44?^ ' ^ V^^ ^^ P^^^ ^^^ norma per 
gli altri metalli. 

Per simli prove la tenacità di varie specie di 
macigni apparve di chil. i5,56 per ogni centimetro 
quadro di superficie; e quella de' mattoni di diil. 18)7 
Fu provata anche la resistenza de' cementi > ma que- 
sta dev' essere, e si tix>va infatti assai varia : quindi 
non è a stupire se riuscì a Coulomb di cidi. 5,54» 
mentre Delanges non la trovò che di diil. 0,67. 

55^. Sperìenza IL Con apparato non dissimile dal 
precedente investigò Duhamel (*) la forza richiesta 
a strappare grosse funi di canape. Era ben da aspet- 
tarvi molta varietà , poiché oltre le qualità diverse 
della canape, tutte le circostanze deUa fabbricazione 
influiscono grandemente sulla sua forza. Le osserva- 
zioni principali furon queste. 



(•) Art de la Corderie. 



558. CoroU. L NcOe foni ddlo stesso filo, e fiib- 
brìcate aDo stosso modo, trovasi la foira proponio- 
naie aDa sedoDc, conforme alla teorìa. 

Ma ndle foni di fSdibrìca divansa non si può 
prender norma dalle sezioni, poiché la commessura 
pili o meno strelta . de' fili , o delle treccie induce 
mc^ta varietà. Più giustamente si trova la forza 
proporacmale al peso ddla fone sotto eguale lun- 
gbeiza , al ijuale peso e propordonale il numero 
d^li elementi che coUa loro tenacità contrastano 
allo strappamento. Ciò deve intenda:^! , quando la 
qualità del filo , e il grado deU' attorcimento sia lo 
stesso in ambe le foni. 

539. Caroli. IL Per le foni di buon canape , nt> 
torte secondo la pratica comune , vale a dire col- 
V aoocK*ciamento d' un terzo , in varie prove la re- 
sistenza assoluta riuscì di chiL 5ao per ogni oenti- 
metro qdadrato di sezione. 

Ma questo valore è soggetto a molte varìe^. 
Sopra tutto v^ influisce il grado d' attorcimento , il 
quale quanto è maggiore , tanto più indebolisce la 
fune. Trova Duhamel che torcendo meno le foni , 
cosicché restino scorciate soltanto d* un quarto in- 
vece del terzo , la foi^za s* aumenta nel rapporto 
di 2 : 3. Ha trovato ancora clie le foni imbevute 
di pece son più deboli delle bianche ^ e le bagnate 
più deboli delle asciutte. 
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GAP. XVII. 
Resistenza rispettiva de' solidi. 

540. JiBOPOSJsioirje. Ritenute le denominazioiii 
precedenti 9 sia la lunghezza del solido A C^izc; 
la Inesistenza rispettiva della sezione M RS N , o sia 
il peso Q che le fa equilibrio esprìmerassi cosi 

Q = '^ fxydx, 

11 peso Q tende a spezzare il solido nella le- 
zione M RS N facendola girare attorno il confine 
infimo RS , ed agisce col momento Q e. Ora k 
tenacità del trapezio elementare ef^h la qual è 
= aky d X l'esiste a questo sforzo col momento 
=: :ikxy d X 'y onde la somma de' momenti per 
tutta la sezione sarà =: akfxydx. Ma per l'equi- 
librio questa somma dev' essere uguale (108) al mo- 
mento del peso. Dunque ec. ^ 

54 1* CorolL L Abbia il solido la forma d'un 
parallelepipedo , come soglion esser le ti*avi , e sia* 
ne r altezza ^ Z> = a ^ la larghezza M N ^h , la 

lunghezza A Cz=:c. Riuscirà Q z=. ; onde le 

^ ac 

resistenze rispettive de' travi sono in ragion compo- 
sta delle larghezze , de' quadrati delle altezze , e 
dell' inversa delle lunghezze. 

543. CorolL IL II rapporto della resbtenza asso- 
luta alla rispettiva è il seguente 

P : Q :: cjydx : Jxydx 
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onde nelle travi la resistenza assolata \h alia T-i^pet» 
ti va come la lunghezza alla metà dell' altezza. 

545. Corali. Ili, Insieme col peso Q anclie il 
peso proprio del sòlido tende a spezzar la sezione 
M RSN. Volendosi tener conto di questo pesò, che 
chiamerò F", s* intenda applicato al centi*o di gra- 
vità del solido , o sia alla metà della lunghezia. 

Agisce dun(jue col momento ^ V e. Quindi Tequa- 

zione dell'equilibrio sarà '•!'• 

•a e -^ ' ' 

544- Scolio I: Abbandonando 1' ipòtesi Galilcana 
dell' assoluta rigidezza delle fibre , propose Leibiii- 
ido (*) un' altra ipotesi che sembra 'convenir megh'o 
ai carpi tessuti di fibnc flessibili , e cèipaci ^d' alluna 
garsi per Jo stiramento. Allorcliè il peso Q fa fovzm 
per giiiar 'ta .sezione attorno il lato infimo RS, gli 
eiemenLi congiunti a questo lato non soffrono distra* 
zione alcuna, gli altri sono più e più diiìlratti se- 
condo la loro distanza da R S, La insistenza loit) , 
secondo Leibnizio, è propoi*zionale alla distrazione 
che soffrono : onde è posta = Ar la resistenza nel lato 
superiore MBN i la resistenza nel lato c^ sai'à 

^ — . Perciò il trapezio elementare cfgh rcsi- 

Itera col momento — . x^y d x . Eguagliando, come 
prima , la somma de* momenti al momento Q e dei 

n ^c^ Erud. Lipf. f684, 

Tom. l. 16 
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pe»o, trovasi in quest ipotesi 

Q f x^ Y dx. 

Qiùndi il rapporto della resistenza assoluta alla 
rispettiva riesce 

PxQi: ac ( y dx i J X* y dx 
€Ìoè nelle travi come la lunghezza ad un 'terzo dd- 
r altezza. ' 

Siissi.^te però anche in quest* ipotesi fra le re- 
sistenze rispettive di due ti*avi la proporzione asse- 
gnata all'art. 541. ■ 

545. Scolio II, Taluno esprìme la resistenza nd 

lato ef semplicemente per k x ^ e così trova pei 

a^ bk • 
tifavi parallelepipedi Q =z: — — ; onde la resistenza 

e 

loro varicrcbbe in ragióne non pih de' quadrati , 
ma bensì de' cubi delle altézze. 

Ma si avverta che esprimendo la resistenza 
sia la distrazione in ef per k x^ si dovrebbe espri- 
mere la distrazione nel supremo lato M N per k.a\ 
onde questa distrazione non avrebbe valor fisso ^ ma 
potre]jbe crescati con a indefinitamente; il che non 
può ammettersi. Nello starto pix>ssimo alla rottura 
egli è palese che la distrazion massima-, la quak 
ha luogo in M N ^ deve precisamente essere uguale 
ò. quel maggiore allungamento che comportano le 
fibre del solido prima di strapparsi. E., però la resi- 
stenza in ogni piuito del lato M N non può farsi 
né maggiore ne minore dalla resistenza assoluta , 
sia della tenacità A^. 

546. Scolio III. Ammessa V ipotesi Leibniziana il 
solido deve incurvarsi alcun poco pria che si rotnpa» 



Lii Bgura che fuso prende nello stato prossimo uUn 
rottura è quella stessei iVunu lastra elastica incui^ 
vaia da uu peso. 

Sia AB CD { Fig. 4ò ) d profilo dd solido , 
e questo per il carico del peso Q si sia piegato iu 
A B d e. Riferiamo la cui'va yi m ù all' asse ^^ P 
colle cooitlinate yi P ziz'jf, P m ^y , conservando 
altronde le primiere denoinihazioni. Sia il punto n 
prossimo al punto m , e le sezioni m ù , n k fatte 
normalméntie alla curva A m e concorrano in K. 
Sarà K n::^ K nf:^ R il raggio osculatoi*e della 
curva nel punto m * 

Ora consideriamo V equilibrio del peso Q colla 
tenacità nella sezione -m h, la quale dalla situazione 
m i parallela ad /i A: è condotta alla situazione m h 
per lo stiramento delle fibre. Mentre il peso Q tendr 
a far girare la sezione m h intorno al pimto m 
scostandola sempre più dalla situazione m i y e co^ì 
strappando le fibre già allungate del solido , ognuna 
di cpieste fibi« l'esiste con foi'za tanto maggioi*e 
( secondo Leibnizio ) quanto è maggiore la sua di- 
strazione. Quindi nel punto e sarà la l'esistenza pro- 
porzionale ad ^47; e perchè sta Km nmll nieZeq, 
se prendiamo per costante V archetto n m della cur- 

va , sai*à e a proporzionale ad -=7- , ossia ad -7- . 
' * * Kn li 

Pertanto se chiamiamo — ]^ l'esistenza nel punto i 

hx 
dove h x=.a, sai'à la resistenza nel punto e,= — -. 

n li 

Per ciò la resistenza del trapezio ^elementare 

h X 
conispondente al punto e sarà — — . 2 y d x -, e il 
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momento ^ ena rispetto della rotazioiit attorno il 

h X 
punto m sarà — —,^x^ctx'y ed in fine là sonmia 

de' momenti per tutta V estesa della seóone m h 

farà — =r / x*y dx. 

Notiamo . ora comp la quantità Jx^ydx 

è costante per tutta la curva, mentre il solido à 

suppone prismatico avente tutte le sue senóni uguali 

e simili, onde l' intagliai definito fx^ydx è il 

medesimo per tutte le sezioni. Mettendo dunque in 

E . 
luogo di questa costante il simbolo E , sai^ -^ il 

R 

momento della resistenza. 

Dall' altra parte il momento del peso Q rife- 
rito al punto m sopra cui tende a farsi la rotanone 

è= ^ (c-^-y'). Dunque dev'essere -^ = ^ (e — y). 

Ma . questa è per V appunto (197) 1' equazione ddla 
lastra elastica piegata da un peso. Dunque ec. 

547* S perle nza. Con piccoli prismi di legno affiitto 
simili a quelli de' quali aveva espnmentata la re- 
sistenza assoluta , ne esplorò Musschenbroek la resi- 
stenza rispettiva , strìngendo uno de' loro (^pi con 
forte staffa di ferro , indi aggi'avando 1' altro capo 
sintanto che il peso arrivasse a spezzarli. Potè così 
far paragone delle due resistenze ; e variando le di- 
mensioni de' prismi , potè ancora paragonare le re- 
sistenze rispettive fra loro. Sottopose a simili prove 
alcuni cilindretti di vetro. 

548. Caroli. L Nel vetro la proporzione della n>- 
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nstenia assolnta alla rispettiva riuscì Gonfomie all'i* 
potesi Galileana (542); ma ne' legni aborra strana* 
mente non meno da quell' ipotesi che dall' altra di 
Leibnizio (544) °^ parve potersi ridurre ad alcuna 
regola certa, tanto ne^ diversi legni fu varia. 

Ciò non recherà maraviglia a chi osservi che le 
fibre del legno- non sono né tutte rìgide come le 
soppose Galileo, né tutte CTialmente flessibili come 
le snppose Leibnizio. Quindi ncm sì tosto il peso Q 
comincia a forzare il solido che parte delle fibre si 
strappa, mentre le altre tuttavìa resistono; e ne r&- 
sta diminuita la resistenza della sezione in ragione 
del nomerò e della positura delle fibre strappate. 
Nd che può essere incostanza e varietà grandissima. 
549* Caroli. IL Quanto al paragone deUc resi- 
stense rispettive de' solidi parallelepipedi, esse riusci- 
nm proporzionali alle larghezze, ed a' quadrati delle 
altezze, consentendo in ciò colla Teorìa. G>me va- 
riassero néUe diverse lunghezze , - non fu esaminato ; 
ma le sperìenze che rìferireviio nel Capo seguente 
suppliranno a questa mancanza^ 

CAP. XV III. 

Resistenza de' solidi sostenuti 
nelle estremità, 

• 55o. Jtroposizione. Intendiamo il medesimo soli- 
do ( Fig. 39 ) posto sopra due appoggi immobili , 
die sostengano le sezioni estreme MRSN, M'R'S'^', 
E dal punto di mezzo E pènda il peso T che sia 
sullo spezzare il solido nella sezione mrsn* La resi- 
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stenza del «dido > ossia il peso T die X equilibra 
esprimerassi così 

__ oAr f - 

e -^ 
Ciascheduno degli appoggi sostiene la metà del 
peso T ; perciò sussisterà T equilibrio 9 se rimossi i 
due appoggi intenderemo sostituire ad essi due forse 
ciascuna eguale* alla metà di 7*, cbe traendo all'insii 
tenderanno a rompere il solido nella sezione di mes- 

zo m r .r n. n momento di ciascuna di queste forze 

Il I 

sarà - T. - ^ o sia -7 Te. Oueslo momento dev' es- 

sere eguale al momento della resistenza, che è (54^) 
2 kjxy d X, Dunque ec. 

55 1. CorolL /. È dunque 7"= 4^5 o™'® ™* 
solido sostenuto nelle estremità può [ioi*tar quadra* 
pio peso di' quello cbe porterebbe quando fosse fitto 
nel numero da una sola banda ; e questo peso quando 
sì ti'atta di travi , è proporzionale alla larghezza^ al 
quudi*ato dell* altezza , ed invci^samcnte alla luii- 

552. CorolL II, Se il j>cso T non pendesse dal 
mezzo , ma da un altro )^unto , come II , fatto 
À //=! z • i-icercando nello stesso modo V equilibrio 
del peso colla resistenza della sezione corrispondente 
al punto //, si trovei-ebbe 

T= — ; r / ^y d X, 

z(c — 2)-' '^ 

Quindi tanto maggior peso può portare il tra- 
ve , quando più il puntò di sospensione II si scosta 
dal mezzo ;. variando questo peso in ragione inversa 
del i-eltangolo JII, II C, 



555. CorolL HI. Se il solido non giace orizzon* 
talmente., si risolverà il peso T in dne fone , una 
perpendicolare alla lun^iezza del solido , V altra le- 
4«ondo essa lunghezza, e si terrà caonto soltanto della 
pijma. 

554- CorolL IF. Volendosi tener conto anelie dd 
peso proprio F^ del trave , . si rifletterà che ognuno 
degli a{^K)ggi ne sostiene la meta; quindi sostituen- 
do mgjd appc^gr un' egual forza volta in senso con- 
trario , scorgesi che questo peso aggira contro la se- 

zione di mezzo col momento ^ F e. Ma siccome con- 

trasta a questo sfoi-zo il peso del mezzo trave chiuso 
fra le sezióni M RSN, ntrsn^ il quale può inten- 
dersi applicato al punto >di mezzo della loro dlstan- 

a f e però opera con momento ^z^ y e ; così il 
momento proveniente dal peso F rìmane soltan- 
to :±z o F e. Ciò posto r equazione ddl* equilibrio 
dà 

1 6* r *^ 

B9stei*à dunque aggiungete al carico T la metà del 
peso del trave. 

555. CorolL V, Qui si presenta un facile |M*oble- 
ma. Giacciano orizzontalmente due. tifavi S egual se- 
zione y il primo fìtto nel muro da una banda , il 
secondo sostenuto nelle estremità ; e sieno entrambi 
tanto lunghi quanto posson esserlo onde pel proprio 
peso non rompano. Cei^casi il rappoi*to delle . loro 
1un{>he'/zir. 
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Mediante le forinole degli art 545, 554 scio- 
^esi agevolmente, e si troverà cììe il secondo po^ 
tra esser lungo il doppio del p*imo. E così pur con- 
cLiuse Galileo, dalla cui sentenza malamente si sco» 
scostarono de la Hire, e Grandi (*). 

5S6» Spcrienza, Per gran ventura abbiamo su 
quest' argomento una bella seiùe di sperienze óA 
Sig. di BuiTon (**) su grosse tifavi di rovere , di 
«ezione quadrata, pesanti cbil. io65 per ogni, metro 
eubo. Queste posate nelle estremità su due saldi ap- 
poggi caricava egli a poco a poco nel mezzo, sino 
a spezzarle. 

557. Coro IL L La tavola seguente presenta i ri- 
sultati roedj della spei*ienza. 1 pesi cui cedettero le 
travi sono espressi in chilogrammi; le lunghezze de' 
travi in metii; i lati della sezione trasversale in 
decimetri. Al carico addossato alla trave si. è ag- 
giunta la metà del peso della trave stessa pel mo* 
tivo spiegato all' art. 554> 



(•) f. Mariano Fontana, Dinamica , J*da8. 
{*'^) Mtm, de l' Àcad, de Paris 1740. »74'» 
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Lunghezze. 

• 

• 


LATI 


1 

DILLI SBZION QDADRITA 1 


^poll. 

decim. 

i,o83 


5 poli. 

decim. 

1,353 


6 poli. 

decim. 

1,624 


7 poli. 8 poli. 

decim. ' decim. 

1,894 2,166 


Pie. m. 


cbil. 


chil. 


cM. 


chfl: 


■ •' ^ 


7_'j,274 


2614 


5664 


9307 






8 2,598 


2245 


48i5 


7636 I 2802 




9 2,923 


1988 


■4095' 


6478 1 10996 




IO 3,248 


':''^9 


032O 


5553 i 9595 j i3C65| 


12 3,898 


1487 


5on 


4509 


7991 ,115761 


i4 4348. 




2657 


3721 


6559 i 9793 1 


16 5,197 




2180 


3i86 


5484 


8r44 


18 5,847 




1868 


2804 


4722 


6607 


20 6,497 




1642 


25i5 


4173 


5785 


22 7,146 




i525 


• 






24 7,796 




1134 








28 9,095 




958 









i 



558. Caroli. II. Secondo la teoria i pesi T do* 
vrebbono seguire la ragion composta deUa duplicata 
Mie altezze, della semplice delle larghezze , e tilel- 
V inversa delle lunghezze. E perchè qui la sezione 
e quadrata, dovi'ebbono quei pesi essere diretta- 
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mente come i cubi de' lati delle sezioni , e recipro- 
camente come le iungliezTe. Or dalla prima propor- 
xione non aberran gran fatto ; più tosto e pili co- 
stantemente si allontanano dalla seconda ^ vedendosi 
cbe i pesi T scemano più cbe non porterebbe F ac- 
crescimento delle lungliezze. 

55(). CorolL UT, Una formola assai semplice clic 
rappresenta i risultati della spei*ienza con appi*ossì- 
mazione sufficiente alla pratica , potrebbe essere la 
tegnente 

.c-|-o,o85t-* 
ritenendo clic le lungliezze e si esprimano ih metri» 
e i lati a in decimetn. 

Poti^bbe rendersi più esatta col cangiarne la 
forma o col moltiplicarne i termini , ma le irlt^go• 
larità che si scoprono nella serie de' risultati mi 
fiuino credere che riuscirebbe assai complicata. Al- 
tronde è da nflettere che gli sperimenti di questo 
genere non compoiiano molta precisione. 

56o. Scolio L Molte altre particolarità degnissime 
d' attenzione fui*ono avvertite da Buffon nel coi*so 
delle sue «perienze.. La bre\'ità ci obbliga ad accen» 
narne due sole. La prima è che variando spesse 
volte il peso specifico anche ne' legni dcUa stessa 
specie , la foi*za si trova prossimamente proporzio- 
nale al peso specifico. La seconda è un' osset^vazionc 
per cui consiglia di non caricare le travi oltre Li 
metà del peso T: poiché un peso alquanto minore 
di 7^ se non può spezzarle in breve tempo, ben- può 
piegarle i^otabil mente , e coli' andar del 1em})0 può 
romperle. 
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56i. Scolio II, Reggerebbe la trave nd un cai-ico 
assai maggiore', «e in vece di posar semplicemente 
sn due sostieni , fosse in ambi f^W estremi, invinei- 
bilmeiite inrasti'ata nel muro, l^oicbe a1)oi*a non pui^ 
rompere^ se non si spezza in tre Inoglii ad un 
tempo. Quanto cresca per questo capo la resistenza 
non è finora detcrminato. 

Nelle fabbricbe non si ommette d' incastrare 
per tal modo i capi delle travi. Ma per lo più non 
e da • far gran fondamento sul vantaggio di foi-za 
clie ne ricevono , ntt(*sa la jxica resistenza , e il fa- 
cile deterioramento de' cementi. 

GAP. XIX. 

Resistenza dt soluti alla comprensione. 

563. Immaginiamo ora un solido prismatico ciotto 
verticsilmente sul suolo , su cui saldamente posi in 
A B ( Fig. 35 ) , e gravato in cima del peso S. Qui 
se l'omogeneità e la rigidezza delle parti fosse per- 
fetta y V azion del peso premendo le sezioni del so- 
lido l'una contro l'altra ajuterebbe la tenacità anzi 
die farle contrasto. A spiegar dunque i^me avvenga 
di fatto die le colonie sotto gravi pesi s' infranga- 
no , è forza ricon*ci'e a quella flessibilità della quale 
le fibre de' solidi qual più qual meno partecipano , 
e ridiiamarc a questo luogo l' ipotesi di I^ibnizia 
Allora ogni piccol difetto d' omogeneità potrà fare 
die la colonna cedendo o dall' una pai*tc o dall' al- 
tra si curvi conduccndosi ad imo stato prossimo 
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«Ila rottiiì'a. Koi . c«*clierenio , seguendo le traode 
d'Eulero (*), le condìsioni di questo st$itQ. 

565. propoli zio ne. Inflettendosi la; colonna, prìs- 
matica ABD C (Fig. ^i ) pel carico del spyrappo- 
fito peso eia curvatura ^y« C.cbe ella avrà nello 
stato possi mo alla ix^ttura sarà queUa stessa d' una 
lastra elastica piantat:i verticalmente , e pieg[ata da 
un peso postovi in cima^ 

Dim. Facciamo C/7=.a;', p«*r=^', e il rag- 
gio osculatore in . «i della , curva A m C y o . sia 
Kmzzz R. Consideriamo F equilibrio .tra il peso G 
e la tenacità nella sezione mh , come in, altro si- 
mile Problema (54^) abbiam fatto; e ritroveremo il 

E ^ 
momento della l'esistenza essere = -^ , dove . E è 

uguale alla quantità — /"or'^tZx costante per tutta 

la cui'va. Dall'altra parte il momento del peso è 

E 
::zz G . p mzzz G y. Quindi l' equazione ^^z Gy , 

che è per appunto (199) l'equazione della lastra 
elastica verticale. 

564» Coro IL /. Di qui si deduce che essendo l'in- 
flessione piccolissima y Y equazione della curva AmC 
in termini finiti sarà (200) 

y =;/sin. ^ J/ |- 

dove la costante y* rappresenta la lunghezza rs del 
ventre massimo della colonna inarcata^, il qual ven- 
tre cadrà (202) nel punto di mezzo della colonna. 



(•) Mém, de VAcad. de Berlin, 1767. 
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56i Corali, II. Si deduce eziandìo che per arri- 
vare a piegar la colonna d' una quantità benché ni&- 

noma , dovrà essere per Io meno- (201 ) Gzzl — ^,-'. 

E n* 
Laonde la forinola — j— potrà aversi per ade^ata 

espressione ddla resistenza deìla colonna. 

556. Corali, ITI. Abbia la colonna la forma d'on 
parallelepipedo, e sia l'altezza ylC •=::€, AB-rza^ 
e l'altra dimensione ciré non è espressa nella figura; 
sia ^: ^. Avvertnsi alla differenza tra queste due di- 
mensioni a, i), delle quali la prima è posta nel 
piano in cui giace la curvatura della colonna, e la 
seconda è perpeiidicolare a quel piano. Ora la se- 
zion trasversale di tal colonna essendo un iSettangolo 

dei lati a, h avremo jx* y d x-=. ~a^ b ^ e quin- 
di E zzz^ a^ h h. Sostituendo questo valore nella for- 

mola — ^i — espression generale della resistenza delle 

, a' If h V* . j. 1 . ^ 

colonne , avremo — = — j — ; e quindi la resistenza 

3 e • 

è proporzionale al quadrato della dimensione a, alla 
semplice dimensione b, e riciprocamcnte al qua- 
drato dell'altezza e della colonna. 

Se le sezioni delle colonne che sì paragonano 
fra loro fossero simili, siccome b sarebbe proporzio- 
nale nd a così la resistenza riuscirebbe proporzionalo 

ad — E COSI il peso cui può reggere una coloiin i 

cilindrica sarfl in ragion composta del cubo del di:i- 
rneti'O, e dell' inveirsi ddl quadrato dell' altozzii. 
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Eiilci'o trova la inesistenza proix>monalc ad — 7, 

e- 

e se le sezioni sono simili ad—;. 11 che pravicne 

da questo , che egli esprime la tenacità d' ogni pu- 
licellu nel modo accennato all'art. 545 (*) il qiial 
modo per la ragione ivi esposta non sembra potèi'iii 
ammettei^. 

567. Sperienza. Appartiene a questo luogo una 
serie di spcrienze istituite da Mussclienbroek con 
travicelli di. varj legni, e di diverse misure ^ e con 
alcuni pilastrini di pietra fitti saldamente in una 
tavola da cui sorgevano verticali. Poneva in cima 
a ciascun di questi un piano orizzontale che andava 
gravando di pesi, sinché il peso giungesse a spo^ 
zare il travicello. Ponea cm*a che il centit> di gra- 
vità dal sovrapposto peso cadesse sull' asse d(;l tra* 
vicello diritto , liè cangiasse di luogo nel mentre 
che questo piegava. 

568. Corali, I. I pesi che inippeix> i travicelli riu- 

scirono per 1' appunto nella i*agione di — ;;- ; il che 

consente a maraviglia colla teoria Euleriana modifi- 
cata cosi come abbiam i&tto nell'articolo piiecedentc. 
56g. Caroli, II. Soggiungeremo alcuni valori de 
pesi per cui ressero diversi purallelepipedi . lunghi 
ti*e decimetri , e di base quadrata del lato d' uu 
centimetro. Un travicello di rovere portò chilogram- 
mi i5i; un pilastrino di mattoni, chil. ^6; un pia- 
strino di macigno^ chil. y5; uno di marmo, clùl. 2o5. 

(•) V, No9a Aeta Petrop. Tom. U, jiag. i3i. 
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LIBRO QUARTO 

DELL'EQUILIBRIO DELLE FABnRICHE. 



CAP. (. 
Nozioni generati, 

m 

S^o. i5oRcoNo veilicalmente dal suolo i muii, 
le (xdotme , le dighe , ed altre simili moli clie 
fin'man base alle sovrapposte , o adjacenti porti 
ddOf edificio. Queste basi disegneremo col nome ge- 
nerico di piediritti. Le altre porti mentre spingono 
o premono i piediritti, si spingono ancora e si 
premono, scambievolmente. E se tutte queste azioni 
sì equilibran fra loro , ed insieme coUe resistenze 
provenienti dall' attrito delle superficie , e dulia te- 
nacità de' pezzi solidi e de' cementi , sarà V edificio 
equilibrato, 

5^1. Ogni fabbrica è un sistema di foi'xe , e 
l'esame della sua fei*mezza esige l'applicazione dello 
condizioni generali d'equilibrio. Ma quest'esame può 
agevolarsi coli' istituirlo separatiimente sopra le di- 
verse parti dell' edificio , purché possiamo conoscere 
e valutare le forze che sopra ognuna di esse agi- 
scono. Converrà allora per ciascuna parte osservare 
quai moti tendano ad imprimervi le foi'ze applicate, 
e percorrendo ad uno ad uno (|uesti moti , far pa- 
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ragone ti'a le forze die tendono, ad imprimerli , e 
quelle che vi resistono. 

5^2. Ora nessuna paiie dell' edificio può essere 
smossa, se non che o per moto progressivo, o per 
moto rotatorio. Poiché o quella parte è spostata 
senza cangiare sua forma ; ed allora ella è come un 
sistema di forma invariabile , incapace di concepir 
moto istantaneo se non è progressivo o rotatorio: 
oppure viene spostata cangiando insieme sua forma; 
e questo , atteso il. vincolo della tenacità^ non può 
accadere se non collo spezzarsi quella parte nella 
sezione più debole ; il che implume un moto pro- 
gressivo, se la forza agisce perpendicolarmente alia 
sezione, e.l un moto rotatorio, se essa agisce ob* 
bliquamente. 

. 5^5. Distingueremo col nome di Spinta quella 
forza che tende ad . impriipere un . dato mo^ a una 
data paiate della fabbrica.; e col nome di Resistenza 
quella forza che tende ad impedirlo. Ora pei moti 
progressivi si dovrà far paragone fra la Spinta e la 
Resistenza ; pe' moti rotatoij si dovrà far paragone 
fra il Momento della spinta y ed il Momento della 
resistenza, quali momenti dovranno riferirsi a qud- 
r asse attorno cui il sistema può rivolgersi. ' Da 
questo paragone dipende il giudicio dell' equilibrio 
e della stabilità. 
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-cAp il 



DelP equilibrio dif piedi ritti. 

Sj4* -L SA ^^^ dipartirci dai casi pih g^npleci e 
pfh usuali supporremo il piediritto simmetrico at- 
torno d'un piano verticale AB CD (Fig. 4^) che 
passi per la direzione della spinta S R, Quivi pure 
cadrà il centro di gravità del piediritto , e siccome 
nd. medesimo piano agiscono tutte le forze , così in 
luogo di tutto il solido basterà considei^arne questo 
jKKìSio ABCD. 

Decomposta la spinta in due foi^ze, F una P 
verticale; 9 T altra Q orizzontale > egli è chiaro che 
il piediritto non potrà tutto spostarsi se non che o 
per moto progressivo da B verso A , o per moto 
rotatorio attorno ¥ angolo A» 

5^5. Proposizione, Trovare la resistenza del pie- 
diritto 9 ed il momento deUa resistenza. 

AI moto progressivo resiste 1* attrito. Sfa M il 
peio dd piediritto ; sarà la pressione sulla base 
JB^z, M -h P'i e quindi sai^à Y attrito , o sia la 
cercata resistenza (5o2i) :=z/ (M -^ P}. 

n momento poi della resistenza (S^S) dee cer- 
carsi relativamente al moto rotatorio. Sì cali dal 
punto G la perpendicolare G X sulla base , e da 
un punto S preso ad arbitrìo sulla dii'ezióne della 
spinta si cali similmente la perpendicolare S E> Sia 
AXzz:k , A£:=zx, E S z=zy. La spinta orizzon- 
tde Q col momento Qy tende a rovesciare il solido 
Tom» /. 17 
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attorno Y angolo A. Resiste a questo sforzo il peso 
M col momento M k , e la spinta verticale P col 
momento P oc. Sarà dunque il total momento delk 
resistenza =z M k -^ P x. 

5'j6, CorolL L Adunque per .la stabilità dovrà 
essere /i^f -h/P >^ ; Mk + Px^ Qy. 

Se vi fosse uguaglianza fra la spinta e la* resi- 
stenza ) e fra i rispettivi momenti , il piediritto reg-» 
gerebbe tuttavia, ma ad ogni piccolo accrescimento 
della spinta vacillerebbe. 

677. CorolL JJ, La seconda condizione si pnà 
esprimere e nconoscere ancbe senza risolvere la sjpuk- 
ta nelle due forze P , Q. Si cali dal punto A la 
normale A Z sulla direzione della spinta. Dovrà es- 
sei-e M .A X^S .AZ. 

Oppure si prolunghi la verticale condotta pd 
centro G sinché concorra in /.colla direzione ddla 
spinta. S' intendano applicate in / le due forze M, S 
e si compia il parallelogramnio coi lati die le rap- 
presentano. La diagonale prolungata dovrà cader 
sulla base di qua dal punto A verso B. 

5^8. CorolL III, Sia il piediritto un muro ret- 
tangolare e siane 1' altezza B C zz:a , la grossena 
A B :=z b, il peso specifico = G. Sarà M^ab G , 

e kzz:- b. Perciò se il muro sostenga soltanto una 

spinta orizzontale Q , sarà la resistenza :^ a bfG ; 

ed il momento della resistenza = - a i* G. 

a 

Quindi ingrossando un muro rettangolare , la 
sua resistenza contro una spinta orizzontale 9' accre- 
sce in ragione della grossezza , e il momento della 
resistenza in ragion duplicata della grossezza. 
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579. Corali. ÌV. Dicliiarìamo coli* esempio 1* ap- 
]dìcazipne di questa teoria alla pratica. ^ tfn muro 
alto metri 12 , e del peso specifico 2000 deve reg- 
gere ad ima spinta orizzontale di chilogrammi 4S00 
die si esercita verso la sommiti^. Cercasi la grossezza 
che gli conviene" per 1' equilibrio. 

Qui fd d' uopo awertii-e 'x^ c!ie prendendo il 
metro per unità delle misure lineali , il -peso speci- 
fico 3000 denota che un metro cubo del materiale 
ond' è composto il murò pesa chil. 2000 ; e così il 
prodotto a h G indicliei'à il peso del muro sulla 
lungliescEa d' un metro ; 2.^ che, similmente dicendosi 
die la spinta orizzontale vale chil. ^^00 ,* vuoisi in- 
tendere la spinta esercitata sull' unità di lunghezza , 
Tale a dire sulla lunghezza d' un metrò ; 5.^ che il 
coefficiente f dell' attrito può farsi (5p8) = 0,8; 
noi però a sicureiza maggiore faremo solamente , 
/== 0,75. 

Oi« le due equazioni deH' equilibrio qui sono 
ahfG-=.q\ ab*G:=z.2rQy 
ove introdotti, i valori numerici avremo dalla prinjia 
h ziz o,25 ; e dalla seconda ^ :^ 2,12. 

Basterebbe dunque al. muro la grossezza di 25 
centimetri per non essere spostato orizzontalmente; 
ma perchè non rovesci .al di fuori esige per lo meno 
grossezza di metri 2^12. 

Questa grossezza 2,12 richiesta pel puro equi- 
librio non pariù sufficiente (5^6) ad assicurare la 
stabilita. Dee . però riflettersi che non avendo noi 
m^sa in conto la tenacità che lega il muro alla 
base 9 abbiam fatto la sua resistenza minore di. quella 
I dì' è ' realmente : onde coli' assegnata grossezza di 
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3,12 potrà benissimo sostenere una spinta superiore 
ai cliil. 4^^^* ^^^ giovei*à crescerne alquanto la 
gro«>ezza ad abbondante cautela. 

58o. Scolio. Sin qui abbiam considerato* il piedi- 
ritto come un solido di forma invariabile , da non 
potere spostarci cbe tutto d un pezzo. Siccome però 
la spinta polirebbe romperlo in alcuna. deUe sue se- 
zioni, cosi converrà esaminare la sua fermézza an- 
cbè sotto questo i*apporto. Il che -ci basterà d'accen- 
fiaré , avendo già dato il modo di valutare la resi- 
stenza cbe proviene dalla tenacità. 

La spinta verticale P tende a scbiacciàre il 
piedirìtto. Converrà paragonarla colla di lui resi- 
stenza alla compressione cbe si misut*a come al 
Gap. XIX del libro precedente.. 

La spinta orizzontale Q .tende a romperlo per 
traverso. E qui considerando una sezion qualunque 
del piedirittb , se ne troverà la insistenza rispettiva 
come al Gap. XVII dello stesso .Libro, Solo deve 
avvertirsi cbe siccome il péso di quella proporzionié del 
piédiritto che poggia sulla sezione ajuta la di lei 
tenacità, opponendosi alla rotazione che la spinta Q 
tende ad indurre, così in lucgo dd momento della 
spinta si dovrà prendere V eccesso ■ di questo* mo- 
mento sopra il joìomento del. peso' che le <x>ntrasta, 

• 

GAP. III. 

Rinfianchi de' piedirittL 

58 1. (costumasi di .rinfiancare esterìorioeute i 
piediritti rettangolari y o per mezzo d' una 'scarpa 
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andante per tutta la loro lunghezza , o pei* mezzo 
ili contra£R)rti a luogo a luogo distribuiti. Doppio 
è il vantaggio di questi rìanfiancbi : aumentano il 
peso del piediritto e 'con ciò ne acci^scon'o la -resi- 
stenza: allontanano il suo jcentro di gi*avità dall'an* 
golo esteriore attorno cui potrebbe rovesdai^si , e • 
cosi accrescono vièppiii' il momento déUa resisten* 
za. Questi vantàggi possono agevolmente ridursi a 
calcolo. 

58a. Proposizione I. Troval'8 la resistenza d' un 
muro a scarpa contro la spinta orizzontale^, ed il. 
momento della resistenza. 

Oltre le denominazioni dell' art. 5^8 e de* pre- 
cedenti , sia p il piede o sia la base della scarpa. 
I prodotti fM", Mk diverràuno 

n . primo prodotto esprime la resistenza ; il 
secondo esprime il momento della resistenza, 

583. Caroli, L Adunque, pel puro equilibrio deve 
essere 

afG(^b+\p^=,Q; 

m 

Sia come nell' esempio precedente a^y:zz 12; 
^^4^00.; 6^=2000. E la scarpa suppongasi 
della sesta parte deil^ altezza , onde sia p zzz 2, Si 
cerchi in quest'ipotesi la grossezza b del muro rettan- 
golare. Dalla seconda equazione si óaVerà &=.o,4i5* 
Dalla prima non accade cercarne , poiché anche 
&tto &^o, la l'esistenza rimane supei^iore alla 
spiata. 
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Che se volesse conservarsi al muro la gros* 
seizsL d' un metro , e si cercasse quale scarpa baste- 
rebbe per renderlo equilibrato- y si fera & = i , e 
si caverà f' = i,35. Bastei^bb^ dunque una 'scarpa 
che fosse poco più d' un 46cimo dell' alteza». 
. 584* Coroll. IL Se la medesima scarpa fosse ap- 
posta dalla pai'te interna, sarebbe 'rnìen vantagi^^osa : 
cbe allora il momento della resistetiza rìiucÌAbk 
soltanto • '>^ 

Minor vantaggio riporterebbe ancora chi invece 
dì aggiungere la scarpa , volesse ingrossai^e il muro 

m 

d' altrettanto , accrescendone la grossezza di -^; 
poiché il momento didla resistenza riuscirebbe 

585. Pwposizione IL Trovare la resistenza d' nn 
muro esternamente difeso da contraffoti:i parallele- 
pipedi , eguali ed equidistanti ; ed il momento della 
Inesistenza. 

- Rappresenti la Fig. ^5 la pianta del piedii*itto , 
e i due punti L, G dividano per mezzo gì' inter- 
valli de' contrafforti. Supponendosi che la spinta 
orizzontale open egualmente su tutta la lunghezza 
del muro basterà considerarne il pezzo chiuso tra 
le sezioni LI, Gg. Condotto ..un piano verticale 
pei* la ' sezione di mézzo A B , cadrà su questo piano 
così il centro di gravità del solido , come la dire- 
zione della spinta tendente du B verso A* 

Posto ciò sia r altezza del muro z:^ a ; la sua 
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grossezza Lli=z Éffis^bi là lunghezza del contraf- 
tartd HAzsiC'y la di lui grossezza MN^^PQ:ssp; 
V intaraOo ^G=^Hh=zd. 

Qui i due prodotti yM , Mk riusdi'anno— 

afG (bd-^cp}i acf- b'd 4- hcd -h i c'p\ 

it^ quali il primo dà la resistanza ; il secondo dà 
iyMUMDto della resistenza. 

^"llNi^gaBgiliando questi valori alla spinta ^ ed al 
mb momento ^ ^ si avranno come prima le condi- 
lioiiì deU' equilibrio i e date le dimensioni del muro 
Q del rinfianco a riserva di una , si poti^ questa 
determinare siccome conviene per 1' equiL'brio. 

586. Caroli, L Men vantaggioso si troverebbe il 
eontraffiyrté interno ; e meno ancora , se tutta la 
solidità de contrafforti si convertisse in uniforme 
ingrossamento del muro. 

58^. CorolL II. Talvolta il contrafforte è un 
prisma di base trapezia , essendo la coda P Q mag- 
giore o- minore del collo o sia radice MN , Sia 
come prima MN "=- p , e sia P Q z=: q. 

Allora pel contrafforte esterno il momento della 
reòttenza si troverà 

aG (- b^d + bcd + ^ c^{2p + q)\ 

epd contraffiorte intemo 

aG (^b^d-h^-bc Ip-^-q) H- g e* (^ + aqrn 

Da cbe si vede essere più vantaggiosa ai con- 
tnffnrti estemi la forma p^q ; ed agV interni la 
farma p-^q, 
588. Caroli. IH. Aggiungiamo un esempio a 
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dicliiarazìone delle proposte formple. Sia la spinta 
nella lunghetta d' un metro = Ì^Soo ; G := aoo ; 
az=Ly:z=:iii; d=5; e = 5 ^p = a,3 ; 7 = 1,6. 
Si cerca la grossezza b che dovrà avere il muro 
affinchè il momento della resistenza pareggi quello 
della spinta. Si suppone il contrafforte apposto este- 
riormente. 

Qui è da notare che ponendosi ^ ^Soo la 
spinta sulla lunghezza d' un* metro , la spinta snlla 
lunghezza d che vai cinque metrf sarà cinque- volte 
maggiore , onde sarà Q =r: 2a5oo. Ora introdotti i 
valori numerici nell' equazione 

aG Q W + ^cfiJ-l-gc" {2p-\^q)\ = Qy . 

si- avrà & = o,ia^. E tal grossezza porrà il muro 
in istato d' equilibrare la spinta. 

GAP. IV. 

Della spìnta de' terrapieni, 

589. JLsxma, Posto un peso R sopra un piano 
inclinato alla verticale coli- angolo m, cercasi qoal 
potenza orizzontale A sarà bastante a trattenerlo, 
sicché non corra giù pel piano, avendo riguardo 
all' attrito. 

Decomposta ciascuna delle forze R, A in due , 
l'una parallela, l'altra normale al piano, ne risulterà 
parallelamente al piano la forza R cos. m — A sin. m, 
e normalmente al piano la for^a Rmx. m'\^A cos. m. 
Ora per 1' equilibrio deve la prima di queste fon^ 



1 

• > 



twglimr pradmn^ate V nttrito» Sarà dpaqjiis^ ! . 

*E CKM..M V^ A ito» m^ifs/R nxL m rh'JtJ^ ^ 

«a «^ /* •■ " ■ y ' " ■ ■ ■ ■ — y h 
-•(♦■■ ..;-;,. .-tMg..*»-*-/"-'; 

Sgik. CoroU. Qùiiidi se invece d' una ^potenaa 
UHMOptule y il pesò A' fiMafr trattenuto da' un' nuiro'^ 
A^4a, un oataoolo qualunque, la j^guMa nrittipntale 
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". tangf. m Hh/ ' 
i%i^,PrùpQ9monc. Determinare la ipintu , oiis^ 
mMk. dd txamiiMno SCEF (Fig.. 44) contro. 
U niuio AB CD , t il mimiento di questa w^baiaik 
|er loveiciarlo attorno' r angolo^., 

, CkMUJjdjBriamo la spinta ddL^ triangolo di tem 
BCE , di cui la scarpa ^E decUni dalla ¥61^110410 
coir angolo CBEzs^mxhe rette PM,.pm ptirat* 
Uè a J? j?- chiudano fi- trapezio ddniìentare Pp mUf» 
Si^ BCszà, CP.:s:x j, Pp:ss.da:; saA £1 tra^ 
paio PpmM :=zxdx tang. 1»; e dùamando^ il 
peso 4"scificò della .terra/, sarà il peso di quel 
tiapesìo zsigxdx ituig. m. Àdunqae la. spmta.oris« 
vaiale dà' esso esercita, adla retta. Pp' sarà ( 5go) 

I -|-/cot m 

Facendo per brevità ' ~^^ ^'^ ^^M sarà 
. '^ I H-/ cot.»»- • 

k kddetta spinta Mgxdx , pà integrando, e 
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poscia facendo x:=za sarà la spinta totale -a* g Jif^ 

Similmente il momento della spinta elementare 
esercitata sopra P p h Mg {a — x) xdx; ove in- 
tegrando, e poi facendo x:=za avremo il total mo» 

mento della spinta i^ ^ a^g M, 

Resta a* fissare Y angolo m. Si osservi (*) die 
tanto, la* spinta quanto il- suo momento si annulla- 

no , o sia tang. //} = <>, o sia tang. m :=: - . Tra 

questi due valori ha dunque un valore intermedio, 
cui risponde la massima spinta , e il massimo mo- 
mento. Questo valore si trova facendo d M z=.o y e 
riesce 

tang.m = — /+ 1/(1+/*) 
Sostituendo questo valore in quello di M trovasi la 

spinta 

^ «' ^ I — / + 1/ ( I + /* ) j "^ = 4 «' ér tang. /«' 
ed il momento della spinta 

.n che si cercava. 

Sga. Corali, I. L* angolo che ha pei* tangente i 

è (568) r angolo della scarpa che prenderebbe la 
terra naturalmente da se , quando non fosse soste- 
nuta da verun rivestimento. 



(*) Coulomb, Mém, presentées etc, Tom. IH. 
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ìJ angolo m che ha per tangente ^-f+ ]/ ( i +/' ) 
è precisamente la metà dell* angolo che ha per tan- 

gente - ^ qome facilmente può verificarsi mediante 
j . . • 

la nòta espressione della tangente dell'angolo doppio. 
Sia dunque B F la. scarpa che prenderebbe na- 
turalmente da se la terra sciolta. La linea B E die 
determina quel ' triangolo di terra che esercita la 
massima spinta contro il muix) di riv<pstimento , di- 
vide pei' nietà V angolo 'C B F, 

593. CorolL IL Abbiamo veduto che le terre sab- 
biose e scorrevoli si dispongono (5o8) sopra un de- 
clivio di gradi 60 dalla verticale , e le terre forti 
sopra wi declivio di gr. 54» Dunque per un teiTa- 
pieno composto di terre sciolte avremo m ;zs: 3o.® , 
e per un altro di terra forte sarà m = a^y.^ 

Quindi pel primo sarà il yslov della spinta 

I • * I 

^=>^o^S> e il momento della spinta = — • a'gf. Pel 

O • IO 

secondo la spinta; ^arà solaAiente = ^ a' g ^ ed il suo 

o 

niQmento •=:—, a^ s, 

^4 ' • 

594. CorolL IH. Conoscendosi la spinta ori/json- 
tale del. terrapieno , e il suo momento , 'Sàrk facile 
proporzioaarle la resistenza del rivestimento ABCD , 
trovandone le dimensioni opportune per V equilibrio. 

Sia il' muro AB CD rettangolare alto metri la 
al pari del terrapieno. Sia G =: 2000 qual è comu- 
nemente il peso specifico de' mattoni ; g = i^iò 
quale suol essere il peso specifico delle teiTC forti , 
ghccbè di tal qualità supporremo essere il terrapie- 
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no. Si cerdii la grossezza b da darsi al mpro onde 
il momento della resistenza pareggi il momeiito 
della spinta. 

Il momento della spinta si troverà = ioa8i6; 

a cui mettendo uguale il momento della resisten- 

• • 

za (578) -ab* G y troveremo b z:^ a>95. 

* Dando al muro una scarpa d' mi sesto ddl' al- 
tezza , si. troverebbe similmente per l' art. 583 la 
grossezza £:= i,i5. 

C A P.. V. 

a • 

Dell' equilibrio e della spinta de Poligoni. 

SgS. JLJi più travi co'nhesse a foggia di poligono 
si compongono i tetti , i ponti di legno , le arma- 
ture de' palclii , ed aitile opere di simil fatta. 1^ 
travi pel proprio peso e pel carico sovrapposto si 
spingono e si premono scambievolmente, ed insieme 
spingono e premono i piedi ritti cbe ne sostengono 
le estremità. Non si tralascia di commetter le ti-avi 
quanto meglio si può , per impedire il chiudersi 
l'aprirsi degli angoli; ma poiché queste commessure 
non hanno forza né molto gagliarda né durevole , 
così giova cercare in primo luogo come possa ^ darsi 
al poligono tal forma che le travi s' equilibrino fra 
loro stesse. Cercasi in secondo luogo là spinta che il 
poligono così equihbrato esercita sui piedirìtti , af- 
fine di proporzionarvi la loro resistenza. 

Per queste ricerche non abbiamo che a ripor- 
tarci al Gap. XXI. del Libro I. ove gli articoli 
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§Sj. i6o. i6i. i63 comprendono la 8olu2Ìon generale 
de' due problemi accennati , e di pili altri che in tal 
argoikiento potrebbono offiirsi. Qui non fareino cbe 
indica]t« i risultati dì quella Teorìa per alcupi .casi 
più ow]. Nel che supporremo che il tetto o poli- 
gono qualunque sia simmetrico attorno la verticale 
di mezzo , così per la forma , come per la distribu- 
uoAe del peso. Ricorderemo ancora , die i pesi che 
aggravano le Jfcravi , comunque siano distribuiti , 
ponno sempre ridursi (i64) alle loro estremità» o 
sia agli àngoli del poligono. 

. 696. Proposizione, L Sia il tétto triangolare 
(Fig. /i5) B C D ; il peso applicato al colmo 
C=3P; il peso applicato a ciascun, de' punti 
B, D = F; r angolo B C Kz=:m. La spiìita 
orizzontale sugli appoggi B , D sarà = P taììg. m ; 
e la spinta' verticale = P -|- F*. 

597. Corollario, Quando la larghezza B D riman- 
^ la stessa , e le travi sieno cariche uniformemen- 
te , ed in proporzione della lóro lunghezza , cre- 
aoendo l'elevazione del tetto, scema la spinta orizzon- 
tale ne' termini B , D ; e cresce la spinta verticale. 
In fatti essendo allora P^^ e P^ proporzionali a 

B B' ' 

B C o sia a -; ^ . sarà la spinta orizzontale alla 

sm. ni '^ 

. - • * . COS. m iB K ^ ' 

verticale come ■ v> ' tt • -: . Dunque ec. 

B K sm, m • ^ ' ' 

698. Proposizione II, Sia il tettò quadrangolare 

ABD E ; il peso nell' angolo i5 = ^; il peso nel 

termine A =, V 'y V angolo AB M:=:n, La. spinta 

orizzontale sugli appoggi A , E sarà ;= Q tang. it; 

e la spinta verticale = ^ -|- /^. 
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Sgg. Proposizione III. Sìa il tetto pentagono 
J B C DE ; il peso nel colmo f == a P ; udì' an- 
golo B zz: Q ; nel termine A*:=^ V ; T angolo 
BC.tiz=,m\ r angolo A B Mz=zn. Per F eqnili- 
brìo dovrà essere 

^^ _• Q 

2 òot. m "" cQt. n — cot. m 

o sia P tang. 1» zi: ( P -H ^) tang. n . 

Exl allora la spìnta orizzontale sugli* appoggi -A , E 

sarà =; P tang. /ti ; e la spinta verticale^P -H ^-1- ^'^ 

600. Caroli. L Se 2 P = ^, come avviene cpiaiido 
le travi sono eguali ed omogenee , - la condisione 
dell' equilibno è questa 

tang. m := 5 tang. n, 

601. Corali, II Qui s* of&e a sciogliere (*) il 
seguente Problema. Data- la larghezza A E sz2,p 
e r altezza Q C z^q , formare di quattro travi 
eguali un tetto equilibrato. 

Chiamando a la lunghezza d' una trave , avre- 
mo queste .tre equazioni ■ ' 
p ziza -sin. n + a sin. /n ; ^ = a oos. n + aoos. m; 

tang. ira = 5 tang. n 
onde potrebbon cercarsi le tre incognite a , m , n. 

Ma più facilmente s' otterrà V inlento cosi : 
Facciasi AMz:zx^ MB zizy , e sarà 

tang./?» = ^- ,; tang* »== — 

quindi le tre equazioni 

p — X 5 X 

(*) Couplet^ Mém. de V Acad, de Paris 17J1. 
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delle quali facilmente n avranno le incognite 

Coà se sia ^ = ^ /? si trovei'à.a =: o,6i8 p ; 

e se q rzzp , verrà a = o^^Sa p. 

6oa. Proposizione IV, Sia il tetto pentagono 
AB CD E faor d'equilibrio; e per impedire la 
mossa degli angoli B , D siasi aggiunta la corda o 
piana B D , il di cui peso =: 2 /i. Le estremità 
B j D ài questa piana saranno spinte in fuori con 
fima P tang. m — (P. -f. ^ -|* A) tang. it. 

E gli appoggi A , E sosterranno la spinta 
orizzontale (P -4- ^ + R) tang. n ; e la spinta 
verticale P-l- 9+/?. 

. Ciò s' intenderà agevolmente qualora si osservi 
die per tal uiodo viene a formarsi un sistema 
composto del tetto triangolare B C D , e AA qua- 
drangolare AB DE. il primo esercita sui punti B, D 
la spinta orizzontale all' infuori (696) = P.tang. m , 
e la spinta verticale = P . Quindi il tetragono 
AB DE riesce gravato negli angoli B , D diA 
peso P + Q -h R; e però ( 698 ) esercita sugli 
iqppoggi A , E \b. spinta orizzontale all' infuori 
ss (P 4- 9 -4- /?) tàng. n 5 e con altrettanta for- 
za (160) i punti B , D vengono spinti all' indentro. 
Onde ec. 

6o5. Scolio /. Sin qui abbiamo considerate le 
travi come se fossero spranghe d' invincibil fer- 
nttOEa ; ma nel vero esse potrebbono spe^uarsi in 
vìrth del peso sovrapposto o del proprio , e po- 
trebl)ono anche cedere alia compressione , o sia 
spinta che sofli^ono sccoudo la loro lunghezza , della 



2*12 DKLL' equilibrio 

quale spinta agevolmente (i6ij si detormina il 
valore. Or conoscendosi' gli sforzi ai quali 80^;iaoe 
ciascuna trave, d potrà pei Capi XYIII e XK 
del Libro III esaminare la loro resistenza, e trovare 
le dimensioni che debbono avere perchè resistano 
quanto è d' uopo. 

6o4* Scolio IL Allorquando . la piana B D , OV" 
vera A E unisce fra loro i due appoggi , essa ri- 
sparmia a' piediritti il bisogno di resistere alla spinta 
oriazontale. Poiché allora i punti B , D ovvero A , E 
non possono portarsi in fuòri senza spezzare la piana 
stessa 9 alla qual distrazione essa contrasta con forza 
per lo più sovrabbondante. Ad ogni modo converrà 
pél Capo XVI del libro III assicurarsi che la piana 
tanto resista., quanto per ciò si ridìiede. 

6o5. Scolio IIL Ma poiché questa piana pd 
proprio peso potrebbe rompersi, costumasi d* unirla 
ad uno o più angoli del poligono per mezzo di 
travi diritti , o colonnetti. Così al colmo del tetto 
triangolare B CD ^ attiene la piana ^ Z> pel cch 
lonnetto C K; e così pure la piana A E potrìa 
sostenersi coi dolonnetti A M , D N ec, K ósl vedere 
quali sforzi nascono da questa disposizione. 

Ita trave B D tende a romj^rsi nel mezzo (554) 
come se fosse applicata al punto K la metà dd 
proprio peso. Quindi il colonnetto C K £a una fona 
equivalente alla metà del peso di B D ; onde il 
colmo C resta gravato del peso di C iT più la metà 
del peso di B D . Posto ciò si troverà facilmente 
r aumento della spinta orizzontale che ne risulta 
sugli estremi B , D. 
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Sìmil mente l»ì trave A E tenere a rompersi 
ki M con forzii tanto minore della metà del suo 
peso (55l) quanto il rettangolo ^/ 7/ . ME è nVi-p 
fiore del qusidrato Ai À Q , 'Dì questa forza adunque 
8* intenderanno gravati gli angoli B , D oltre il 
peso de' rispettivi colonnetfei lì M , D N. 

CAP. IV. 

Dell* equilibrio degli Archi e delle Cupole, 

606. A FFirTE di trattare ordimtamente questa 
parte importantissima dell'Arcbitcttiira Statì(*a , fia 
bene prima d' ogni alti'a cosa rimottorci a memoria 
quello che si dimostrò nel Primo Libix) intorno 
r equilibrio d' Archi che si supponevano costrutti 
di latercoli rigidi e pesanti semplicemonte appog- 
giati r uno contro T altro , e così puro delle Cupole 
iormate in simil guisa d' infmiti piani o faccette 
pesanti. 

607. La curva d' ecpiilibrio d' un Arco o d' una 
Volta composta di latercoli ri.'.;idi pesanti o carichi , 
è una catenaria (189) e chiamando n il peso del- 
l' Arco , ha per equazione n dy :=,Adx. 

608. Quindi se tutti i latercoli sono egualmente 
pesanti o egualmente caricati , la fìgui^ dell' Arco 
ei[DÌlibrato sarà quella della catenaria omo.«Tenea , e 
potrà iM)struirsi per punti , o met^canicamente , come 
a suo luogo ( i83. 184 ) insegnammo. Che se il 
peso non è distribuito equabilmente , la cur\'a sarà 
un altra catenaria , la di cui fìgui^a e costruzione 

Tom. L 18 
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dipeaderà dalla legge colla quale sarà compartito 
il peso per la lunghezza dell' Arco» ossia dalla fun- 
zione che sarà n delle coordinate della curva. 

609. ha superficie eqqilibrata d' una Cupola co- 
strutta di zone minime circolari pesanti o caricale 
nasce (189) dalla rotazione d* una curva , la quale, 
chiamando ydn il peso della zona elementare , La 
per equazione àyjy dn :zz Adx , 

610. Se le faccette componenti la Cupola sono 
tutte ugualmente pesanti o ugualmente caricate, 
sarà d n proporzionale a d s , e ìa curva avrà per 
equazione dyfyds = Adx , ovvero per essere 

j , dx 

Ad . -r— 

dy 



ydy=: 



611. Integrando per serie, potremo trovar modo (*) 
di descrivere per punti questa cui^a che dà la su- 
perficie della Cupola omogenea equilibrata , e die 
dà ancora (188) quella d^ un vero omogeneo pen- 
dente dalla circonferenza d' un cerchio orizzontale. 

dx 
Facciasi -^ — = z ^ ed avremo F equazione 

j A d'z 

onde integrando per serie 

y =^Az ^ + -4:5- - jTeTT-^'^ 



(*) Bou^er, Mém, de VAcad. des Se, de Paris 1734. 
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e pel ritorno delle serie 

^^'dx y* y^ y^* 

Moltiplicando per dy , ed integrando di nuovo 
avremo in fine 

% . 3/df a . 4 • 6» 7 >rf' a .4*6.8. io. 11^^ 

y'^ 
2 . 4 • 6 . 8 .10 . la . i4 • li A* 
eon legge manifesta. 

' 6 13. 'La costante >tf sarà ^ determinata quando sia 
data r ordinata corrispondente ad una data ascissa. 
Vogliasi che all' ascissa x z^p risponda Y ordinata 

Y^z a * Faccio ^ :=:-*-. e dovrà essere 

''■" 6 "*" 3567* "*" 422409* "*" 9676800 9* '^ "* 

onde pel ritorno delle serie si caverà 

ss 7 

11=6» —3,857 A-+ 6,354 ^ — 13,622 ^ 4- ec 

e quindi ^. 

Cosi se all' ascissa or = i dovi-à corrispondere 
r ordinata ^ = io , avremo con pochissimi termini 
della serie m=5996i88 ; onde A = 167^73. 

61 3. Per ultimo è necessario ricordare, che l'equa- 
àone dyjydlì = Adx dà la figura d' una Cupola 
la quale sarà equilibrata non solamente quando sia 
tutta chiusa d'intorno colle sue zone circolari intere 
e rientranti in sé stesse , ma ancora quando fosse - 
aperta ed interrotta, in modo clie un'unghia isolata 
ed appoggiata soltanto alla cima contro Y unghia 
opposta dovesse reggersi in equilibrio. Che se la 
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Cu[X)la è intera , per formarne la supei^ficie ecpiili- 
Ii!)rnta non sarà necessario prender la curva dell'equa* 
zione dyfydft :zz Adx , ma potrà ser\'ii'e (189) 
quakmqiie cnrva» nella quale sia dy jydlì "^'Adx, 

dx ^jydn' 

61 4* Disegnata per tanto la curva dell' equaxiooe 
dyjy du :=z Adx , ogni dltra curva che spiccan- 
dosi dallo stesso vèrtice si o slarghi' pfh di quella 
dell' asse , e sia da per tutto meno concave verso 
r asse medesimo , sarà buona $1 descrìvere mediante 
la sua rivoluzione la superficie d'una Clupola equi* 
librata. 

61 5. Richiamati questi principj passeremo ora a 
considerare gli Archi e le . Ciìpole quali sono in 
realtà , composti non già di h'nec o di. piani .j^. ma 
bensì di cunei di finita grossézza appQ^^ati Ftin 
l'altro e reggenti»i per'lo'scambievx)! cpntrasto. ■ 

GAP.* vii: . 

Degli Archi di . gro:f.iezzi^ finita^ . 
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616. oiA l'Arco KaK' ( Fig> 46) sironacUdco 
attorno V asse verticale AB, formatto d' infiniti 
cunei pesanti MmnN contigui ma non connessi fra 
loro, ed appoggiato a' pulvinari immobili Kk , X'A'. 
Preso dal vertice l'Arco qualunque AajtiM imi- 
stente sul Iettò inchnato Mm , è manifesto cbe 
qnest'\rro è tratto in giù dal proprio peso, ed 
insieme è spinto orixzontalmenie dalia prensione che 
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l'Arco (^pposto K'AaV esercita nella linea Aa. 
Appoggiandosi dunque quell' Ai'co sulla base Mm , 
è necessarìo per T equilibrio (^) che la risultante 
delle predette due forze sia perpendicolare alla base 
M m , e non cada fuori della medesima. Mancando 
la prima condizione , l'Arco si spostei^ebbe strisciando 
lungo il letto M m ; mancando la secónda , ix>te« 
rdbbe attorno quello dd due termini M , ovvero m ^. 
verso cui la risultante cadesse. Veggiaiuo qual figura 
deU>a aver Y Arco per soddisfalle a queste condii* 



617. Proposizione L Per l' equilibrio dell* Arco 
Ka K! si richiede in primo luogo , c?he preso dal 
vertice un arco parziale qualunque A am M inii- 
stente sul letto Mm , iji peso di quest' arco sia pit)-» 
porzionale alla tangente dell' angolo che fa il letto 
Mm colla verticale. 

Sia n il peso dell'arco Aam"*-! , A ìa, spinta 
orizzontale sopra ài A a, e V obljlìqiiità del letto 
Mm olla verticale. Concorrano nel punto 6^ le due 
forze n , A espresse colle rette G V verticale , G O 
orizzontale. Dovendo la risultante GS esser normale 
al letto Mm , il ti^iangolo delle forze GSO riu-* 
wAxk simile al triangolo M m R fatto suU' ipote- 
nusa M m. Quindi G F : G O II m R : M R ossia 
U l A : ; sin. e : cos. e. Dunque O = ^ tang. e. 

6i8. CorolL L Non può un Arco sostenersi da 
le medesimo quando sia impostato sopra pulvinari 
orizzontali. 



{•) Couloiiìb, Mém. présentées e te, Tom. VII. 
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In fieitti non può divenire e = go^ senza cke 
sia tang. e = oo , £ quindi n = oo ; il àat^ è im- 
possibile. 

619.. Corali. IL Sì riporti la curva interioie 
AMK all' asse verticale AB, facendo A P^z,x^ 
fM—y , AM=s, onde MN =ds. Dicasi % 
la grossezsa Mm del cuneo cui risponde l'Ascissa jt 
Gdcoliamo V area dd quadrilafero Mtn n N ébt 
esprìme il profilo del cuneo , e oonsegaentementB 
anche il suo peso dn^ Per tal effetto conducasi Np 
' parallela ad M m. Nel triangolo n N p abbiamo 
r angolo n N p^zde 'y e se col centro N, raggio 
N p descrìveremo 1' arcbetto pq, sarà pqz^Np.dt 
:rzzde \ perchè per essere i punti M, N vicinissimi 
tra loro , possiamo fai« Np zzi Nn:=: Mm z^z non 
differendo queste rette salvo che per difierenae infi- 
nitesime. Quindi r area del triangolo n N p sarà 

zzz-'Nn.pa^iz-z^de. 

Il .trapezio M m p N per lo stesso motivo del* 
l'essere le parallele Mm, Np infinitamente poco 
differenti , può aversi per un paralldogrammo , di 
cui r area sarà => M m . M N , sin. m M N. Blb 
r angolo m MN h supplemento ddU somma degli 
angoli e, N M r; e però 
MN.sin.mMN:=zMN, àn,ecos,NMr+MNoos.e6ÌiLNMr 

= dx sin. e -f- d/^ cos. e . 
Dunque il trapezio ilf m/7ÌV^z(£Ìr sin. e-4-.||^cos.«)• 
Riunitc le aree del triangolo e del trapenò, 
avremo infine 1' area del quadrilatero 

Mm n N:^ d II ::=:-' z* de -h z (dx sin. e -^^dy cos. e) 
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Ma r equazione (617) II=:^tang. e di£kreii- 

"dà dtl z= "4 . Dunque dovrà essere 

cos* e* 

— ;&* de -f- 2 (djc sin. e + dy cos. e) := 
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Per mezzo di cpiest' equazione , se sarà data la 
curva interna e la legge colla quale procedono le ' 
obbliquità de' cunei , potremo assegnare la gros- 
sezza z competente a ciascun punto dell' Arco ; o 
viceversa date le grossezze , potremo trovare le di-^ 
razioni de' tagli da darsi ai cunei , affinchè riesca 
TArco equilibrato. 

6ao. Caroli, III. Consideriamo specialmente il 
caso nel quale i tagli de' cunei si fanno pei^pendi- 
cdari alla curva intema ; il qual caso è il più 
fìfeqnente nella pratica , ed of&^e le pili . notabili . 
porticolaiità. 

In tal caso adunque 1' angolo m.MN essendo 
retto , sarà l' angolo e complemento dell' angolo 

d X 
N M r , Quindi tang. e = --t— , onde 1' equazione 

H :=z A tang. e diventa TLdy = Adx , equazione . 
della catenaria. 

Adunqpe quando i cunei insistono perpendico- 
larmente sulla curva interna , la . figura di questa 
curva dovrà essere una catenaria , né più ne meno 
come (607 ) per gli Archi lineari. Se l' Arco è 
omogeneo e d' uniforme grossezza , dovrà avere la 
fisrma della catenaria omogenea ; se no , . la figui*a 
della catenaria sarà determinata daUa legge colla 
quale il peso è distribuito lunga il dorso del- 
l' Arco. 
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Sai. CorolL IV, Per trovai* la grossezza z convo 
niente a ciascun punto dell* Arco y rìcorrasi ali' e^ 
quazione (619) traz ed e che nel caso nostro si 
riduce a questa più bi*eve 



- T^de 4- «rf* =s 



Ad 



e 



% COS.tf* 

Bicasi R il ntggio osculatora della curva A M K 

d 9 
nel punto M; «ara /l=-r— ; onde 1 equazione di- 
venta 



cos. e* 
e 



La costante A si deterinina facilmente quando 
si conosca la grossezza della Volta in un punto dato^ 
][>er esempio nella cliiave A a, dove 1' angolo e = 0. 
6aa. CorolL V, Per esempio sia A MK un Arco 
di circolo, A a -ZZI m, e vogliasi determinare la gros- 
sezza della Volta a distmza di 45 gl'adi dal .veiiice. 
Sarà R costante , uguale al raggio deìV Arco , 
ed essendo s = m quando e = o , avremo 

Y \ COS. e* / 

Ora posto e = 45°j *arà cos. e*= - ; onde 

2 = — i^-f- |/(/?'-|-4 /?w -f. 2m*) 
Questo valore , quando R ^eccede notabilmente [la 
grossezza m , pocliissimo differisce da 2 m . Quindi 
ai gradi 4^ dovrà la Volta esser grossa poco meno 
del doppio di sua gro&dCi^^ alla chiave. 
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625. Proposizione IL Per 1* equilibrìo dell* Aic^o* 
Ka K! sì richiede in secondo luogo , cbe pi^eso 
dal vertice un Arco parziale qualunque Aamòl 
(Fig. 47) 1^ yerticale condotta pel centro di gra- 
vità di quest'Arco passi a traverso il parallelogramino' 
fghi co^lpre^»o dalle normnli ai termini defletti' 
A a , M m , 

Altrimenti la risultante delle - due forze IT , A 
cadrebbe fuori della base Mm sulla quale T Arco- 
i appoggia. 

Eli altronde è manifesto , clie se la verticale 
condotta pel centro di gravità dell' Arco cade fuori 
del parallelogrammo J'ghi, da nissun punto di 
quella verticale non si potranno condurre due per- 
pendicolari , r una sopra Aa y Y altra sopra Mm ; 
e però (i58) il peso dell' Ai'co AamM non potrà 
e:;8ere retto da' due sostegni Aa\ Mm . 

624* Scolio, Quando i letti sono perpendicolari 
alla cui*va interna , agevolmente potremo assicurar-' 
ci , cbe mentre sia adempiuta la prima condizione 
dell'equilibrio , resta adempiuta ancora quest' ultima. * 
Poicliè la curva interna essendo allora una catena- 
ria (620) se il peso di ciascbedun cuneo fosse tutto 
raccolto nel corrispondente latercolo M N , \bl ver- 
ticale condotta pel centi*o di gravità dell'Arco AamM 
passerebbe pel punto y (162) intersezione delle tan- 
^ti esti*emc Af, Mf , Ora per m si conduca la 
curva m C perpendicolare a' tagli prolungati dei 
cunei y e questa incontri in C il taglio del vertice 
A a . Sarà essa pm^ una catenaria ; e se il peso 
d'ogni cuneo fosse raccolto nel corrispondente la- 
tercolo di questa curva mC , hi verticale condotta 
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pél centro di gravità dell'Arco AaMm passerebbe 
pel punto p interseadone delle tangenti estreme 
Cp , mp , 

Essendo in realtà il peso dell' Arco distribuito 
tra le due curve AM , Cm , la verticale AA sno 
Rientro di gravità cadrà fra i punti fp • E qui fa- 
cilmente si scorge y che essendo AC^zz, Mm, fl 
paralldogrammo fgpq sarà un rombo avente gli 
angoli ottusi in f,p ; e però cadendo quella ver» 
jdcale fra i punti y*^ p non potrà non attraversare 
il parallelegrammoyg'Àt. 

GAP. Vili. 

Delle flotte piane , o PicUtahande. 

625. uiA la piattabanda orizzontale KaE! (Fig. 4^ 
d'uniforme grossozza appoggiata a' pulvinarj Kk, 
KV y^ composta dMnfiniti cunei, come MmnV 
egualmente disposti dalF una e V altra banda deOa 
chiave verticale A a . Applicando a questa specie 
di Volte le due condizioni .d'equilibrio di sopia 
notate (616) veggiamo come debban esser costrutte 
affinchè riescano equilibrate. 

, 626. Proposizione I, Per V equilibrio della piat- 
tabanda ricercasi in primo luogo che la tangente 
dell' inclinazione di ciaschedun letto Mm alla ver- 
ticale sia proporzionale alla distanza AM dell'ori- 
gine di esso letto dalla qhiave A a , 

In fatti do,vrà - essere , servate ed applicata :.k 
snlitef denominazioni , n =: A tang. e . Ma 
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n = AamM = Aa . AM H Aa^ tang. e 

)iinque dovrà essere 

Aa , AM + " Aa^ tang. e ^z A tang. e 

4)ssia Aa. AM iszIa — i ^a* j tang. e 

bve essendo A ei Aa costanti, è manifesto essere 

i M pi-oporaionale a tang. e • 

6«7, Corollario. Di qui segue che i tagK de' cu- 

lei prolungati debbono tutti concorrere in uno 

tesso punto C della verticale Aa . 

In fatti Sìa C il punto dove il letto Mm in- 

iontra la verticale. Sarà l'angolo ACM:=Le; ed 

A M 

4 Czz:-: . Ma AM è proporzionale (626) a 

tang. e . 

tang. e . Dunque AC h costante per tutta la piat- 
abanda , onde ec. 

Adunque stabilita la posizione dell' imposta 
^^ ^ e quindi il centro C dove la linea dell' im- 
K>sta incontra la ^^ a ^ se si dividerà la larghezza 
S^E? in quante si vogliono parti > le rette condotte 
lai centro C a tutti i punti di divisione segue- 
■anno le direzioni da darsi ai tagli de' cunei, onde 
omporre di essi una jùattabanda equilibrata.. 

6a8. Proposizione, II, Per 1' equilibrio della piat- 
abanda si ricerca in secondo luogo , che ergendo 
lalT origine K del pulvinare la XP perpendicolare 
\ Kk y\à. verticale condotta per il centro di gr»-* 
?ità. della mezza piattabanda AakK passi pel trian- 
golo KPk. 

Ciò risulta dall' art. 625. Siccome poi proce- 



28 i DKLL' EQBILUEIO 

dendo dall' imposta verso la diiave , i letti M m 
sono sempre meno obbliqpì alla verticale (626) , così 
è facile assicurarsi che adempiuta questa condizioiie' 
d'equilibrio per la mezza piattabanda AakK , mol- 
to pili sarà adempiuta per qualunque suo peuo 
AamM , 

629. CorolL I, Per esprimere analiticamente questa 
condizione , notiamo come essa si riduce a questo ; 
che la distanza del centro di gravità della mezza 
piattabanda dalla chiave 4 o, dd>b* essere maggiore 
di aP . 

Ora dicasi la larghezza A K^na , la gros- 
sezza A az^im ; eia Q k che determina lo spor- 
to 9 o l' Indinazjone del pulvinare , facciasi =: x . 
Ricercando la distanza dd centro di gravità dd 
trapezio AakK dal lato A a , troveremo tal di- 

1 I '5ax -4- 2X* _^ „, , 
stanza essere = - a + 7: . —. . Dall altra 

2 o ' 2a 4-ar 



ax — m* 



parte ritrovasi pur facilmente aP = 

Dunque dovrà essere 

1 i 3 ax 4-2 0?*^ ax — m* 

2 6 2a H- X X 
ossia x* — 5 (a' — m*) x + 6 a m' = o 

Per la qual condizione essendo dati due fra i tre 
elementi a , m , x potremo determinare il limita 
entro il quale dovrà contenersi il tei*zo. 

65o. Caroli, IL Suppongasi per esempio una piat- 
tabanda costrutta sopra un triangolo equilatero, cosic- 
ché r imposta declini dalla verticale con angolo i^ 
So gradi , e si domandi a quanto poti-à estendersi 
la s!ia tratta, o larghezza KK' . 
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Dicasi la (^ssezza /^a=m= I ; «ed essendo Tao- 

Sostituiti questi valori 9 troveremo a ^3,^6 ;, onde 
aa == KK' < 7i5a . Dunque U tratta KK' potrà 
essei^ Uitt' al piii sette volte e maoBO magggiore della 
grossezza. 

/ GAP. IX. 

\ ■ • • 
Delle Cupole di. grossezza- finita. 

65 1. IxAPPBESiafTì la Fig. 49 1* unghia solida 
S una Cupola simmetrica nata dalla i*otazione della 
cnrva AMK^ e sia K>I la porzion corrispondente 
del pulvinare immobile « sul quale s' appoggia la 
Cupola. Chi volesse che T: unghia isolata r e soSte-^ 
nuta soltanto dalla sua eguale ed opposta fosse in 
etjuilibrio , dovrebbeit) aver luogo delle condizioni 
analoghe a quelle che determinano T equilibrio de^ 
gli Archi. Pi^sa dal vertice la porziòn qualunque 
Mai».' , la risultante del suo peso e dello sforzo 
orizzontale esercitato in A a dall' unghia oppòsta 
dovrdsb' essere perpendicolare sul - letto^ AZ/i^ > . e 
passare per qualche punto del medesimo» Ma ri-- 
cercandosi T equilibrio non già nell-. unghia solitaria 
ma bensì nell' intera Cupola , potrà quella risul- 
tante declinare dal perpendicolo cadente sul letto 
Jf/tt'y purcliè ne declini piegando verso Tasse» o 
sia verso l' interno della Cupola,, e non mai verso 
la parte oppòsta. Poiché se quella risultante , declina 
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piegando reno l'asse, rinite Maf/ tenderà a 
«dmodolare in gih da m verso M\ ma essendo la 
stessa teùdenca in tutte le altre nng^ùe die k 
stannò attorno per tatto il giro ddla CtipoIa.y ed 
esercitandosi ^qoesta tendenza da tntle nello Steno 
tempo e con fona uguale» ben si vede die tali 
sforzi i impediscono e si elidono T un T altro , né 
ponno avere effistto per coi la Cupc^ si dissolvEu 
Per lo contrario se la risultante pi^ga all' infnorì ^ 
r unghia tenderà a strisciare da M verso m sdbi^ 
zando fuori della Cupola , al quale sfiorao nulla si 
oppone. Di qui nasce la seguente condizion fonda- 
mentale dell* equilibrio. 

63x Proposizione /. Per V equilibrio della Cu- 
pola si richiede che prese dal vertice le porziom 
d' ungliia MafM>' , Naf' ec. i pesi di queste ere» 
scano in ragion maggiore che non fanno le tangenti 
delle obbliquità de' piani M ft^' y N 9^ ec. alla ver- 
ticale. 

Dim. Si ripigli la costruzione e la fignrar del- 
l' art 617. Potendo qui la GS (Fig. J^6) emm 
oU>liqua al letto Mm, purché cada verso Tane 

AB, sarà generalmente _ p— > — -— . . Chiaman- 

do dunque J^y du il peso dell' unghia M afl 

(Fig. 49) 9 ^ 1a spinta orizzontale nel vertice, t 

V inclinazione del piano M f*' alla verticale , sarà 

/ydu ^ sin. e . r f ^ ^ * <n 

qui siccome le quantità JydU e tang. e partono 
entrambe dallo nero , e crescono continuamente , 
è forza , che le prime crescano in ragion mag- 
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■t, 



^re ddle seconde ; onde sarà pure differenziando 

• %w Ade 
•^ "^ COS. e 

655. Caroli, L Nessuna Cupola può rimanere 
equilibrata per sé medesinia » quando s* appoggi 
sc^Mra pulvinare orizzontale. 

654* Coroll. IL Sia z la grossezza M m della 

Cupola nel punto M , cui risponde 1* ascissa x . 

E prendiamo a calcolare il solido M / che esprìme 

anche il peso ydu del cuneo. Questo solido si 

avrà (85) moltiplicando V area dal quadiilatero 

MmnN pel viaggio descrìtto del suo centro di 

gravità G. Trovasi il centro G sulla retta FH 

die biseca i lati opposti MN , mn; ed essendo 

MNr=zds,mn,:=:ds'i^zde, rìsulta (76) 

«^ I ^ds + 2zde -^ • ,. ., ^^ ^^ , 
FCs=^z. — , — T — ^.Quindi SI ha GO=i^Gsm.c; 

ed il raggio del circolo descrìtto dal centro 
Qz=i y + G Q =^ + F G sin. e . Esprimendo 
adunque per 1' unità il valore dell' angolo cui sot- 
tende r arco M f* 9 sarà il viaggio del centro di 

I . 5ds '^:izde ^ 

gravità =y 4- 5 z sin. e . — , , . In fine 

moltiplicando questo viaggio per V area del quadri- 
latero MmnN gik calcolata (619) avremo 

M^ :sz ydu zzz l'^z*de + z(dxsìn,e+dyc08,e)> x 

f I . 5ds + Tizde) 

E dovrà la gi*ossezza in ciascun punto esser tale che 

Ade 
fiesta espressione non diventi mai minore di -; • 
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• 635. Corali. III. Fermtainoci nd caso dei letti 
perpendicolari alla curva interna ; il qual caso è cm 
fi^cqucntc in piritica, die può aversi per univer- 
sale. L' espi-essioiie del solido M / diventa allora 

assai più semplice. Poiché essendo sin. e = -7- > 

d Y d X 

COS. e = -^ , tang. e = -s — ^ ed il ra^o osoh 

lutoi-e R Hi -7— , troveremo 
de 

E se la gioKsczza z sarh dsi pc?r tutto asmi ) 
piccola in coniVunto del raggio R , avi-cmo aaivì* ^ 
pili seuiplicciiienle 

I 

^{v' = zy ds -+- - z^dx 

Finalmente si noti che quando la / e iwì»ìu 
piccgla e comparabile alla z , X de'.iiewlo il x 
ore li nanamente piccolissimo in conrix>uto dell citr- 
ine a to d s j e il secondo termine del valore AU.^ 
può trascurarsi in confronto del primo. Il die molto 
più si può fare quando la y e ci*ej>ciuta rosicale 
sia divenuta molto magg[iorc della z . Quindi parmi 
c!lic si possa , tralasdando il secondo termine, lare 
M 9' zzzyzds , siccome fece Bouguer (*j coracdK 
Mascheroni ne lo abbia rinn^ao (**). 



(*) Mviit xle L^Acad. des Ve. de Paris. 1724. 

{*'} ;V/<oc^ r'rtrrhe sutV eqnilihrio d*^ì1c f'uìtr , f^^-H 
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636. Coroll. ir. Fatto adunque A/rz^rfn 
zzzy z d s ^ dev' essei*e per la condizione delT eqi»iU«» 

brio (652) yydn>v^ tang. e ossìa Jyzds'^^ — . 

Quindi, prendendo i logaritmi dovrà essere 

log.fy^ds^log.-jy 

e diiferenzìandò 

yzàs „^^^ ày - dpf^ 

jyzds dx ' ay 
Potremo per mezzo di questa comparazione data 
la curva clic col-^uo giro descrive il concavo della 
Cupola 5 regolare le grossezze de* cunei a luogo a 
luogo in tal guisa che si mantenga Y equilibrio ì 
oppure data essa cui*va , e date ancora le grossezze , 
giudicare se una cupola sia per essere equilibrala. 
Il che come debba farsi dichiareremo colle due 
seguenti Proposizioni, 

63^. Proposizione II. Data la curva generatrice 
della Cupola , trovare la scala delle grossezze con- 
venienti per r equilibrio. 

_ yzds dy . dx 

Dovendo essere -7 j- > -r— a . r=r-r 

jyzds dx dy 

Jyzds dx dy 

essendo p un coefficiente positivo e maggiore del- 
r unità. Integrando avremo 

Jyzdsz^A(^y 

, Jp / dx\p—i . dx 

onde z = — 4- ( -j— ] d. -7— 

yds\dy} dy 

Tom. I. IO 



^ 
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638. Corollario. Sia per esempio una Cupola sfe- 
rica del ràggio /?. L' equazione del circolo genera- 
tore sarà y^zzLiRx — x* ; e sarà 

Sostituendo questi valori viene 



z 



e potrà prendersi per p qualsivoglia numero positi- 
vo , e maggiore dell' unità. / 

'Se è prescritta la grossezza m che deve avere 
la Cupola nella chiave A a , bisogna fare, che quan- 
do x = o ^ risulti z = /n . Per ciò convien pren- 
dere ^ := 2 , A zzz- m R'y ed avremo per la scala 

delle grossezze 

_ m R^ 
^— (R—xf' 
639. Proposizione III. Data la cmTa genaatrice 
della Cupola , e data la scala delle grossezze , esa- 
minare se tal Cupola soddisfaccia alla condizione 
dell' equilibrio. 

Qui essendo z ed y funzioni cognite della x, 
basterà osservare se si verifica per qualunque valore 
della X la condizione 

jr z d s ^^ dy dx 



J y z d s dx dy 
640. Corollario. Sia di nuovo la Cupola sferica. 
Si vuol sapere se ella potrà sostenersi , dandovi 
una grossezza costante := m . 
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644* Corali. IL Avremo poi 

.„ Ade I +p 

dn z^ . ' — « — 

COS. e* ( rp^tang. e )* 
e questo valore dovremo porre neO* equazione (6ig) 
fira z ed e , e così avremo i limiti entro i quali 
possono variare le grossezze delTArco, salvo Te- 
quilibrio. 

645. CorolL IIL Così nell' esempio ddl' art 622. 
per r Arco circolare , riuscirà 

Quando R sorpassi notabilmente la grossezza m , 
A ha prossimamente 

_ w 

"^ COS. e*( I qp/*tang/c)^ 
formola assai comoda a calcolare per ciascun punto 
dell' Arco la conveniente grossezza. Col segno su- 
periore avremo la grossezza massima, e col segno 
inferiore la minima che possa darsi all' Arco. Sarà 
facile il formarne' delle Tavole , ed anche il 'deli- 
neare per punti le due curve , o sia scale , l'nna 
delle maggiori , V altra delle minori grossezze. Ed 
allora qualunque siasi la curva esterna dell' Arco , 
purché non esca fuori de' limiti delle due curve 
suddette , Y Arco sarà sicurissimo in riguardo a 
questa prima condizione dell' equilibrio. 

646. CorolL IV. Nella scala delle minori gros- 
sezze s'incontra un valor minimo^ dove tang. e'=.f, 

che dà 2 = 7: . E nella scala deUe grossezze 

maggiori s' incontra un massimo , dove cot. e = jT , 
il quale dà z infinito. Al punto poi dove e == go^ 
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cioè nell' im[X)sta orizzontale, entrambe le curve 

concorrono nello stesso valore di z = -75 . 

Così posto /= 0,75 il più che possa Y Arco 
assotttigliarsi ' ne' fianchi sarà a distanza di quasi 5^ 
gradi dal vertice , ove viene z = 0,64 'w > onde 
quivi può ridursi ai due terzi della sua grossezza 
alla chiave: ed il pili che possa ingrossarsi «ara 
vei^so i 55 gi^adi , ove la sua grossezza può cre- 
scere indefinitamente. 

647. Proposizione IL AflSnchè Y arco A a m M 
non faccia mossa girando attorno i punti M , m 
sussiste la condizione esposta all' art 625. Se non che 
potendo la risultante G S cadere stdla M m con 
cjualunque obbliqpità compresa ne' limiti (645) di 
Ang. cot. it /, le rette Mi, m h (Fig. 47) do- 
,vrano inclinarsi alla Mm con angolo ottuso che 
abbia per cotangente — y. E basterà assicurarsi 
che la verticale condotta pel centro di gravità del- 
l' Arco non esca fuor del trapezio- /§■ h i . 

648. Scolio, Assicurato 1' equilibrio dell' Arco , 
resta a considerare la spinta che esso esercita contro 
i pulvinari. Esso si appoggia sopra di loro , come 
se fosse tutto d' un pezzo ; quindi se il peso di 
tutto r Arco K a K' sia 2 /? , e i pulvinari declinino 
dalla verticale con angolo E , ciascuno d* esd so^ 

Sterrà la spinta normale (i58)-: — =--, onde la 

sin. xS 

spinta orizzontale = R cot. :£* , e la spinta verticale 

= R . Sarà facile pel Capo il proporzionare 2 

quaste spinte le dimensioni de' piediritti. 
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GAP. XL 

DeW equilibrio delle Volte 
avendo riguardo alla tenacità de' cementi, 

649* JL/opo r attrito si o£Bre a considerare la 
tenacità del cemento che legando i cunei , e rìte*- 
nendoli dallo scorrere V un sopra 1' altro concorre 
efficacemente a mantenere X equilibrio e la stabilità 
delle Volte. Se questa resistenza fosse • invincìbile , 
r Arco sarebbe come tutto un masso , e qualunque 
figura s' avesse , sarebbe sempre abbastanza sicuro y 
purché i piediritti avessero forza bastevole a so^ 
stenerlo. 

Ma sebbene tal resistenza per la debole forza 
e per la facile depravazione de' cementi non possa 
a gran pezza riguardarsi come insuperabile , pure 
ne conseguita di necessità quest' effetto ^ che quando 
l'Arco venga a crollare non si scomporrà in tutte 
le sezioni come farebbe un Arco composto di cunei 
staccati , ma da prima cederà nelle sezioni più 
deboli , dividendosi il masso dell' Arco in tre o in 
quattro pem al più. Poiché l'Arco non potrà ceijere 
da principio se non che o in ■■ due sezióni , come 
in B b , D d ( Fig. 5o ) ovvero in tre , come in 
B b , Ce , D d. 

Di qui ci si apre una via assai facile di esa- 
minare sotto quest'aspetto la fermezza di qualunque 
Arco proposto , ed insieme la forza de' piediritti 
per sostenerlo. D. che si farà considerando partita- 
mente quelle due maniere #ielle quali rArcó ix)- 
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Irebbe aprirsi , e per ciascuna di queste mosse 
paragonando le forze che tendono ad imprimerla 
con quelle che vi contrastano. 

65o. Quella mossa dell' Ài'cò che apre soltanto le 
due sezioni fì b , jyd avviene allorquando V Arco 
superiore B C D discende tutto d' un pezzo scostan- 
do colle sue spinte laterali i piani B b, D d. Quella 
mossa poi che insieme colle sezioni de' fianchi apre 
la cima Ce avviene allorquando il punto C di- 
scende girando attorno i punti JB , /> , mentre que- 
sti punti o cedono lateralmente , o s* alzano girando 
attorno ì termini y^ , JS. Apresi allora V Arco al di 
dentro in e* , e al di fuori in b ^ d % appunto come 
se il poligono A B C T> E ruinassc aprendosi F an- 
golo C del colmo, e chiudendosi gli angoli laterali 
Or cerchei'emo per ambedae queste .raoise le 
condizioni dell' equilibrio. E prima da' centri di 
-gravità G , O de' pezzi S C <i A B intenderemo ca- 
late le verticali G /J , O 7" ; e dai punti B , J) 
condun-emo B y ^ T) V perpendicolari . aUe senooi 
B h f D d y quali sezioni prolunglieremo sicché con- 
con*ano va N,' 

65 1, Proposizione L Tenda l*Arcoj9 C D a. scen- 
dere verticalmente rimovendo le sezioni B b ^ D ti 
Chiamando O il peso del sòlido A B , e G il peso 
del solido yy C , r equilibrio sarà determinato da 
queste due equazioni 

AT_^(KN AM\ 

' B M~^\BK BMJ' 

Essendo 3 ó il pea» d«U' Arco B C D , inten- 
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deremo questo peso applicato al punto V , d' oode 
prema normalmente sui piani , B h ^ D d spingendo 
secondo le rette V B ^^ V D. Sarà la spinta orizzon- 
tale elle esso esercita in B (S96) = G tang. B V K 

K N 
= G cot. B N Kz=: G , ■ ■ ; e la spinta verticale 

B K 

= G. 

Ora la prima spinta tende a rimoverè oriz- 
zontalmente il solido A B i al qiial moto resiste 
F attrito con forza z=.f G -^f O , Quindi la prima 
equazione. 

Di più la spinta orizzontale tendendo a rove- 
sciare lo stesso solido A B attorno l' angolo A 

K N 

opera col momento G . rr , B M\ cui resiste la 

^ a K 

spinta verticale G col momento G , A M , ed il 
peso O col momento O , A T . Eguagliando il mo- 
mento della spinta a (|uclli della resistenza, e di- 
videndo per B M si ottiene la seconda equazione. 
62 a. Proposizione IL Tenda ciascuno de' due 
pezzi B C y D C a girai^ attorno il vertice del- 
l' Arco^<? , rimovendo i punti B y D . V equilibrio 
per questa mossa-è-iieterminato dalle due equazioni 
seguenti 

Riguardando l'Arco siccome un poligono AB CD E 
(Hjo) mobile attorno i suoi angoli > compartiremo 
(164) i pesi G 5 O sugli angoli C ^ B , A * E 9 
^s\ avremo, seguendo le denominazioni dell' art 599 
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fcheroni assegnò poi {^) le condiuoni d' equìliblrio 
sotto la forma clia abbiamo esposta nella Proposi- 
EÌone II. 

GAP. XII. 
Della fermezza, de* modelli. 

656. OPEiiiMEiYTATA la fermezza d' un modello di 
macebina o d' edificio , non senza molta cautda 
vuoisi procedere a concbiuderne la fermezza dell'edi- 
ficio o della macebina stessa. 

£ prima convien distinguere fra le spinte die 
tendono sempUcemente a spostare le parti , e qudk 
cbe tendono a spezzarle. Tradotto il sistema dal 
piccolo al grande , le prìme crescono in egual pro- 
porzione colle resistenze , le seconde crescono in 
proporzion maggiore ; ond' è cbe per rapporto a 
queste ultitoe , quanto è più grande la febbrica , 
tanto a proporzione è piìi debole. 

Poi fra queste azioni medesime convien distin- 
guer tre classi : altre tendon a svellere le parti 
per distrazione, aitile a romperle per travei*so, altre 
a scbiacciarle per compressione. Appartiene alla prima 
classe lo stiramento cbe soffrono le cbiavi o le ca- 
tene delle Volte , e le piane de' tetti ; alla seconda 
il carico cbe tenta piegare o rompere le travi ori»- 
Tontali o inclinate; alla terza il peso cbe aggrava 
verticalmente i muri e le colonne. 



(*) NuoQe rìcercJitt sulV equìlihrio delle f^oUe^lMA*^ 
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657. Proposizione /.Sia un lato del -modello al 
ktD omologo della costruzione come i : n . La spinta 
cbe tende a distrarre ^ o a rompere per traverso le 
parti cresce dal piccolo al grande come i : n^ ; 
e la resistenza a queste rotture cresce soltanto 
oome 1 : n* . 

La prima asserzione è manifesta : poicbè le 
^inte debbon crescere come i pesi delle parti cbe 
qpiogono , e questi crescono in ragion triplicata dei 
kti omologlii. 

Essendo poi le dimensioni dd solido modulare 
a y b j e , saranno quelle dello stesso solido nella 
fabbrica n A , nb ^ ne , Ora la resistenza assoluta 
cbe contrasta alla forza distraente , cresce ndla ra- 
gione (555) a b \ na . n b'y eìSL resistenza rispettiva 
die contrasta alla forza tendente a rompere per ti^- 

,. . .^ , , a b n €1 , n b 

verso, cresce nella ragione (541)--^— l . 

e ne 

Entrambe queste ragioni si riducono a quella di i : n*, 

658. Corali. L Perciò quei pezzi cbe a tali spinte 
soggiacciono avranno tanto minor fermezza nella 
fabbrica cbe non banno nel modello , quanto sai^ 
maggiore il numero n ; il quale potrà crescere a 
segno cbe la fabbrica non possa piii reggere. 

SSg. CorolL IL Adunque nel tradun*e il mo- 
dello di piccolo in grande non si può passare un 
certo limite d' ingi^andimento. 

Sia P il maggior peso cui possa, reggere uno 
àe travicelli del modulo , e p quel peso o spinta 
("Ile esso attualmente sostiene. Il maggior peso cui / 
potrà reggere il trave corrispondente della fabbrica 
sarà n* P , ed il peso cbe esso attualmente sotterra 
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ì& p \ Dovrà dunque essere n^p^n^ P^ e tutto 

P 

«4 pi^ n^ pzz^n* P , onde /i = — . E questa sarà 

la maggior grandezza a cui quel pezza potrà tra- 
dursi. 

' 660. Coroll. Ili, Che se volesse pure aceresoersi 
H mòdellp a piacimento*, conservandogli tuttavia 
sufficiente fermezza , sarà necessario neU' ingrandire 
cifilscuti piezzò alterare qualcuna delle sue dimensiooi. 
Vogliasi per esempio conservare al trave la 
larghezza nb y e la lunghezza n e proporzionata al 
modello , e si cerchi la grossezza x a opportuna 
perchè la sua resistenza pareggi la spinta ch'esso 
dovrà sostenere. 

Sarà la resistenza del travicello a quella del 

a* b X* a* . ab . _ . 

trave come ^— l ò sia come 1 1 x . Quin- 

c ne 

di il trave potrà tutt'al pih sostenere il peso P jc* ; ma 

esso sosterrà infatti il peso n^p . Dunque dovrà essere 

per lo meno Px'zizn? p; o sia xz=.n \/ -^^ 

Se il trave fosse di sezione quadrata , e rite- 
nendo la lunghezza ftiC si cercasse il lato xa^ ^ 

troverebbe nella stessa guisa x = n 1 / -^ . 

661. Proposizione II, La spinta che tende a 
schiacciare le parti per compressione cresce dal pic- 
colo al grande come i : n^ ; e la resistenza cresce 
soltanto come i : n . 

Di fatti la resistenza alla compressione citsce 

nel rapporto (566) ^^ : - ^, ' , che è q^icUo 

di I : n. 
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66x CofolLI. Sia dunque P. il maggior carico 
che possa portare il muro o il pilastrino modulare 
e sia ^ il carico di' cui realmente è gravato. Pel 
muro ò colonna analoga sarà n P il maggior peso 
che potrà sostena^e , ed n? p 'A peso che sosteri^ 
realmente. Quindi potrà essere futt' al pih r?p z^n P, 



"i/f 



onde n \/ ^^^ massiiùo termine dell' inglràndimento. 



665. CorolL IL Che se ritenendo la lunghezza, 
o yogliam dire altezza ne, e la larghezza n h vo- 
lesse darsi al solido tal grossezza x a , per cui nel- 
l'ingrandirsi non indebolisca a segno di rompersi, si 

troverebbe come sopra (660) x = it* 1/ -p- per lo 

meno. 

E trattandosi d' un pilastro a base quadrata , o 
d'una colonna cilindrica, cercandosi parimente il la« 

to, o diametro x a verrebbe x:szn y/ -^ . 

664* CorolL III,. Gli esposti principj daranno 
norma sicura a giudicai^ della robustezza d'una co* 
struzione , da prove che se ne facciano sul modello. 
Nel quale ove siasi esplorata la forza di ciascun 
pezzo , ed il limite dell' ingi*andiniento . che esso 
comporta , ben si vede che nell' ingrandire tutto il 
modello dovrà stai^si al di sotto del più piccolo fra 
questi limiti. E quando pur vogliasi oltrepassarlo , 
veggiamo come convenga alterare le misui^ di cia- 
scun pezzo per conservargli conveniente fermezza,i 
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SEZIONE PRIMA 

DELLE MACCHINE IH EQUILIBRIO. 

GAP. I. 

Della Leva. 



n 



665. Leta è una spranga rigida , mobile at- 
torno d' un fulcro , e tratta in vaij punti da varie 
forze. Le distanze delle dii-ezioni di queste forze dal 
fulcro , diconsi i rispettivi bracci di leva. 

Riguardasi specialmente nella leva il caso più 
semplice , che è quello d' un peso Q equilibrato da 
una potenza P. E la leva dicesi di primo genere 
se il fulcro è collocato fra la potenza e il peso, 
di secondo genere sé il peso sta in mezzo , di terzo 
genere se sta nel mezzo la jx)tenza. 

666, Proposizione. Nella leva iu equilibrio sta h 
potenza al peso in ragion reciproca de' rispettivi 
bracci di leva. 

Sia a il braccio della potenza P , e ^ il brac- 
cio del peso Q ; sarà nell' equilibrio P a:=,Qb. 

In fatti P a, Q b sono (io3) i momenti ddlc 
forze P , Q per aggirar la leva sul fulcro , e q"e»ti 
per l'equilibrio del)bono (io5) essere uguali. 
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66*], Scolio /. Questa Proposizione, cbe due pesi 
si fanno equilibrio quando le loro distanze dal fui- 
ero sono i^eciprocaincnte proporzionali ad essi pesi y 
non solamente contiene la ragione e il fondamento 
jeUa Leva, ma ben anche di tutte le altre Mac- 
chine, che tutte, come vedremo, ponno alla Leva 
ridursi. Anzi da questa Proposizione, come da uni- 
versale principio può tutta la Statica derivarsi. La 
verità di essa fu conosciuta da' più antichi mecca- 
nici , ma il primo a dimostrarla fu Archimede , la 
di cui dimostrazione indi{x;ndente da ogni altro 
principio di Meccanica procede a un di pi'csso in 
questo modo (*). 

Sia la Leva XZ (Fig. 5i ) divisa per metà 
dal fulcro F, e carica di yiesì uniformemente distri- 
buiti per tutta la sua lunghezza. È evidente che 
questa sarà in equilibrio. 

Oi*a preso nella Leva un punto qualunque L, 
tutti i pesi uniformemente distribuiti sulla porzio- 
ne A' Z si riuniscano in un sol peso P posto in ^ , 
punto di mezzo della XL, E similmente tutti i 
pesi uniformemente distribuiti sopra la LZ à. rao- 
oolgono in un solo peso Q posto in B , punto di 
mezzo della LZ. È pure chiaro die Y equilibrio 
fossisterà. 

Sai-à dunque P l Q II XL : LZ , Ma abbiamo 
XL = XZ — LZ = ^FZ — !ìBZ = :ìBF 
LZ= XZ — LX=:iFX—%AX=2AF 
Dunque P : Q :: BF : AF. Il che ec. 



(') y, GaUleo, Opere, Topa. HI, pag. 63. 

Tom, /. no 
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668. Scolio IL Alcuni oppougono a questa di- 
mostrazione 9 che r equipollenza di più pesi unifor- 
memente compartiti sopra una .linea ad un peso 
solo eguale alla loro somma e posto nel punto di 
mezzo della medesima « non è assunto così evidente 
che non abbia d' uopo di dimostrazione esso pare. 
Tuttavia è facile il ccmviqcersi (*] che il peso Q 
posto in j? equivale per esempio a due pesi ^9 f, 
ciascuno la metà di Q, posti ne' punti L, Zy equi- 
distanti da B, Poiché si prenda Zfz=:,LFy ed 
immaginando che in f siavi un altro appoggio ; 
egli è evidente che o sia in ^ il peso Q , o siano 
in L , Zi pesi q , q , In amendue i casi quest' ap- 
poggio f poii;erà la metà del peso Q, I^aonde ri- 
mosso quest' appoggio si richiederà in f la stessa 
forza per equilibrai^ il peso Q , che per equih'brare 
i due pesi q , q > Onde ec. 

669. CorolL L Se le forze sono parallele., nel 
primo genere di leva la potenza può essere mag- 
giore o minore del peso ; ma nel secondo genere 
la potenza è.semipre minore dd peso, e nel terzo 
è sempre maggiore. 

670. CorolL II, Volendosi tener ccmto del peso 
proprio V della leva, sarà questo una terza fona 
che opera sulla leva , ed il suo braccio sarà la di* 
stanza del fulcro del centro di gravità della leva 
stessa. Sia e questo braccio. Sarà l'equazione del- 
l' equilibrio Pa'ilP^c:=iQbj secondo che il peso y 
tende a girare la leva nel senso della potenza P , 
al contrario. 

(*) Viuce^ Phih Transact, 1794* 
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671 CorolL III, Allungando la leva di secondo 
^^enere , se per una parte s' avvsintaggìa là poten- 
za accrescendosi il braccio a , per X altra si sca- 
pita , venendo a crescere il momento V e ,TS\ qui 
il problema. Dato il peso ^ ed il 'Suo braccio h , 
e dato il peso ^ della leva sulla lunghezza i , tro- 
vare la lunghezza a della leva, che dia il taiaggior 
vantaggio alla potenza. 

Avremo ^rsgrt, e <?::=*^rt. Quindi per 

r equilibrio sarà 

P a — -ira'=:Oft, onde P = - ff « -4- -—. 
a ^ % a 

Affinchè P riesca minimo , si farà ^ P = o » onde 



«=j/: 



avrassi 

S 

67*3. CorolL IP^, n fulcro cosi sostiene lo sforzo 
delle potenze P ^ Q , V come se gli fossero im- 
mediatamente applicate (128). 

675. Scolio. Qualunque poi sia il numero e la 
direzione delle forze applicate , e qualunque sia il 
modo col quale la leva si connette col fulcro , le 
proprietà dell' equilibrio e le pressioni sostenute dal 
punto d* appoggio si dovranno dedurre dalle con- 
dizioni d' equilibrio d' un sistema di forma invaria- 
bile. Per il che rimettiamo ai Capi XVI. e XVII. 
del Libro primo. 

Bimetteremo similmente agli ultimi Capi del 
terzo Libro perciò che spetta al vedere die il ful- 
cro e la leva stessa siano abbastanza robusti per 
reggere agli sforzi delle potenze. La qual osserva- 
zione vuol farsi anche nelle altre macchine che suc- 
cessivamente andremo considerando. 
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CA?. II. 



Della Bilancia, 



674. Pi 



BOPOSiziOKE L Nella bilancia due pesi 
eguali , qualunque siano , collocati uno per parte , 
debbono equilibrarsi fra loro. Al qual effetto rìcbie- 
desì I.® cbe la bilancia anche scarica de' pesi con- 
servi l' equilibrio ; 2.** cbe le due braccia siano 
d' uguale lunghezza. 

Dim. Siano M , Ni momenti delle due parti 
della bilancia scarica ; a , b le lunghezze de' due 
bracci ; *P , P i pesi che si equilibrano. Dovrà essere 
iP/ + Prt = ÌNT + P^ ; onde P ( h--^a ) — M-N, 
La qual equazione dovendo verificarsi qualunque siasi 
il valore di P^ non può non essere M=:!A^, a:=:h, 

6^5. Scolio I. La 'bilancia è falsa se manchi 
d' alcuna delle due accennate condizioni j ma con 
tutto ciò può servire " a detemjinar giustamente il 
peso. Poiché il primo difetto si corregge facilmente 
equilibrando la bilancia, scarica coli* aggiungervi 
nell' un de' piatti quel peso che la riduca ali* equi- 
librio.* Al secondo poi si supplisce pesando il corpo 
prima nell' uno , poi nell* altro piatto ; il suo giusto 
peso sarà medio proporzionale fra quelli dei due 
marchi che hanno servito ad equilibrarlo. 

Poiché se il peso P posto successivamente na 
due piatti viene equilibrato dai marchi QìX^ 
sarh Paz=Qb, Pb=Q'a; onde P P = Q Q^ - 

676. Scolio IL Havvi eziandio un altro modo di 
servirsi d'una bilancia falsa per riconoscere esatta- 
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mente Y eguaglianza di due pesi. E questo è il 
collocare successivamente i due pesi nello stesso 
piatto della bilancia , equilibrandoli con un mede- 
simo marco collocato nell' altro piatto. Se i due pesi* 
nelle due successive pesate hanno fatto equilibrio 
allo stesso contrappeso , essi sono necessariamente 
eguali, fra loro. 

Sia il primo peso P , e questo s' equilibri col 
marco Q. Non potremo conchiudei-e che sia P=^ 
perchè per ipotesi non siamo sicuri della giustezza 
della bilancia. Sia il secondo peso P* , e questo 
pure s' equilibri collo stesso marco Q; anche qui 
per lo stesso motivo non potremo dire che sia 
P'z^^Q» Ma bensì potremo con certezza affermare 
P^^P', Poiché questi due pesi facendo equilibrio 
collo stesso marco Q nelle medesime circostanze , 
non ponno non essere ugiiali. 

Essendo fisicamente impossibile Y assicurarsi col- 
r ultima precisione della perfetta uguaglianza delle 
lunghesze de' bracci rt, Z> e de' momenti My N , 
sarà sempre bene adoperar questo metodo delle 
doppie pesate quando si voglia scrupolosamente ac* 
certare l'uguagliami^ di due pesi. 

677. Scolio III, La squisitezza della bilancia , e 
la comodità del maneggiarla esigono altre condi- 
zioni. Si vuole in primo luogo che per ogni me- 
noma disuguaglianza de' due- pesi l'ago della bi^- 
lancia lentamente s' inclini fermandosi in una situa- 
tone obbljqua all' orizzonte , senza però che del 
tutto trabocchi. Si vuole di più che se la bilancia 
è equilibrata, e l'ago venga causalmente a piegarsi, 
esso non si * fermi in quella situazione inclinata. 
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ne trabocdbì , ma lentamente si riconduca alla si- 
tuazione orizzontale. 

L* adempimento di queste condizioni dipende 
soprattutto dalla situazione rispettiva de' tre punti 
O9 Cy G (Fig. 52) de' quali O è il centro del 
moto , G è il centro di giravite del giogo della 
bilancia , C è il punto dove 1' orizzontale A B che 
unisce i punti di sospensione dei due piatti incontra 
la verticale O G . Le due Proposizioni seguenti 
daranno lume a determinare la situazione di questi 
punti nel modo più acconcio. 

6^8. Proposizione IL Rompendosi Y equilibrio 
nella bilancia per la giunta d' un peso menomo p 
ad uno de' pesi eguali P , P che in essa si librano, 
determinare l' inclinazione cbe ne seguirà nell' ago 
della bilancia. 

Ponghiamo che accrescendosi il pesetto p al 
peso P pendente dal punto B y passi il giogo nella 
situazione a O b , e chiamiamo 1' angolo A a 
=:^BOb=GOg = 4^; V angolo A OCzizB OC 
=: a . Si conducano dai punti à ^^ b y g le perpen- 
dicolari ah y bk y gi sopra la O G y e si chiami M 
il peso del giogo. Essendo la bilancia in equilibrio 
nella situazione a O b , dovrà essere 

P .ah + M .gi:=L(P + p) bk 
Ora abbiamo 

ahzz^A Osin.(a-4-^J') =:j40sìn.acos.4'-^A Osin.^'tw* 
z=:A Ccos.-v^-h O Csìn. 4^ 

bkz=z A O sin, {oc — 4^)i=:y^Osin.acos.^ — ^^ O sin. •J' cos. « 
=^ Ccos. ^z=zO Csìn, -^ 

giz=zOGsin.4' 
Fattala sostituzione nell'equazione dell'equilibrio, 
se ne ricaverà 
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Se dicasi AT il peso della bilancia carica^ onde 
3f :=. M -^ n P p , ayremo più brevemente 

, V^AC 

^'^~ 31^ , OC+M,CG 
6^9. CoroU, A Sarà dunque la bilancia tanto 
più mobile , quanto più lunghe saranno le sue 
braccia; quanto pili saranno vicini tra loro i tre 
punti O j C , Gì e quanto meno sarà cai^icata. 

680. CorolL IL Se fosse O C = o , vcrrcblK* 

p . A C 
tang. 4^ = ' ^ ; ed «allora T agilità della bilau- 

da è la stessa sotto qualunque carico. 

681. CorolL III. Se fosse insieme O C = o , e 
C G=z.o , cosicché i tre punti O y C , G coin- 
cìdessero, verrebbe tang. 4^ infinita , ed allora per 
ogni menomo disequilibrio l' ago della bilancia tra- 
boccherebbe d* un quarto di cei'ohio e si farebbe 
verticale. Che se O C e C G fossero negative , 
tang. -^ sarebbe negativa e V ago ti*aboccando ti*a- 
scorrerebbe oltre il quarto di cerchio. 'Ognun vede 
che queste costituzioni sarebbero viziose. 

682. Proposizione III, Inclinandosi con angolo ^^ 
r ago d' una bilancia pei'fcttamente equilibrata , ri- 
trovare la foiv.a colla quale il giogo tende a rimet- 
tersi nella situazione dell'equilibrio. 

Sia S il momento d' inerzia della bilancia ca- 
rica relativamente all' asse del moto ; la forza ac- 
cderatrice colla quale il giogo tenderà a rotare nel 
«enso a A b B per rimettersi nella situazione A O B 

^ ^ ir/ K P^ah — P \ bk -\^ M , ei „ . 
sarà (541) = A ^ . Sostituen- 
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■ 

do i valori (658) deUe ahy bky gi si troverà la 
cercata forsGa 

— f^(2P.OC+ilf.O(7)=^ (M'.OC^M.CG). 

S ■ : ò 

Sì noti che nel computare il momento d' inerr 
zia S , le masse dei due pesi P , P che pendono li- 
beramente da' punti Ay B deggionp intendetesi con- 
centrate in essi punti. 

683. Corollario. Se OC=CGc=Lo , la fora 
restituente è nulla ; allora la bilancia è pigra , anzi 
s' arresta del tutto, essendo l'ago indifferente a fer- 
marsi in qualunque situazione. Che se OC e CG 
fossero negative, la forza restituente è negativa; 
allora la bilancia è folle y giacché per ogni minima 
inclinazione del giogo, invece di rimettersi nella 
situazione dell' equilibrio , se ne allontana > e tra- 
bocca. 

GAP. HI. 

Altre maniere e combinazioni di Leve^ 

684. Jlroposizione /. Nella Stadera, se il braccio 
più lungo dividasi in parti eguali, e il marco per- 
corra successivamente ciascuna divisione, esso fiuà 
equilibrio a dei pesi crescenti in progressione arit- 
metica. 

Sia a il braccio più corto; hy V y b'^ ec i suc- 
cessivi bracci di leva del marco ^ ; P , P' , P" ec. 
i pesi cui fa equilibrio; P^c il momento del peso 
della stadera. Avremo successivamente 

Pazz^Qb-h Fc; P'a=Qb^ + Fc; 
P"az=,QU'-{-Fc e^. 
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ove se b^ V^ b" ec. sono in serie aritmetica ,^ si*, 
vede clie debbon esservi ancora P, P', P" ec. Di 
qui riesce agevolissima la graduazione della stadera. 

685. Proposizione IL Se la potenza equilibi*a il 
peso per via di pili leve, l'una agente' sull'altra , 
sta la potenza al peso come il pixxlotto di tutte le 
braccia di leva, poste dalla parte della potenza , al 
prodotto di tutte le braccia di leva poste dalla paile 
del peso. 

Siano tre leve > e sia J^ la forza die fa la 
prima leva sull'estremità della seconda , Y la forza 
che fa la seconda sull'estremità della terza; e se- 
gniamo con lettere accentate i bracci corrispondenti 
nella seconda leva ^ con due accenti quei della 
terza. Sarà 

Pa=zXb; Xi^zizrb'; Yaf' = Qb^' 
onde Padcé^ z=,Qb UV. 

686. Proposizione IIL Determinare le condizioni 
dell' equilibrio nel ponte levatojo. 

Nel ponte levatojo espi^sso in profilo dalla 
Fig. 53 si riuniscono due leve , 1* una di piimo , 
l'altra di secondo genere. AB h il tavolato del 
ponte mobile attpmo il fulcro A, ed La 1' e^ti'e- 
mità B congiunta per mezzo della catena B C col- 
r estremo C della leva KDC mobile attorno il 
fulcro D, 

Se le due leve AB^ KDC agissero immedia- 
tamente r una sull' altra , la condizione dell' equili- 
brio si avrebbe tosto dalla Proposizione precedente: 
ma conviene aver riguardo al peso ed alla situazio<- 
ne della catena B C, Noi chiameremo A' la tensione 
della catena, ed esprimendo colle lettere segnate 
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nella figura i pesi de'Iati A B , B C y D C , BK 
compartiremo ciascuno di questi pesi sui punti 
d' appoggio , e sulle estremità de' lati. "EA è palese 
che il punto J9 resterà gravato del peso T-^B, 
il punto C del peso ^ -f- /? ; il punto K del pc^ P. 
Posto ciò 5 pd punti A ^D si conducano Je 
perpendicolari A G , D F sulla J? C , e le orizzon- 
tali A H y L O ; e pei punti B , C , K si condu- 
cano le verticali B H , C O ^ K L, Or si vede cbe 
nella leva ^ J? il peso T* + jR col biraccio A II 
equilibra la tensione ]C col braccio A G; e ndLi 
leva K D C H peso P col braccio D L equilibra il 
peso Q -^ R cól braccio Z> O , e la tensione X col 
braccio D F. Sarà «dunque . . 

(T^R) AIlzzzX.AG 
P ,DL=,(Q + /2 ) DO-^X.D F 
Dalle quali due equazioni eliminando X si avri^ la 
condizione d' equilibrio ricercata. 

667. Corollaìio. Se il . quadrilatero A B C D e 
parallelogrammo, riesce 

P .D Kz=i(T-\'Q + ^R)AB 
Determinato per mc^o di questa equazione il peso P, 
esso terrà in equilibrio il ponte levatojo in qualiin-> 
que situazione. 

688. Scolio. Curvandosi la catena B C pel pro- 
prio peso, essa non si stende in linea retta, conie 
abbiam supposto, ma ciò non fa gran divario. 

Abbiamo anche supposto che i pesi clie gra- 
vano i lati siano distribuiti in modo da poterli con- 
siderare come raccolti nel loro punto di mézzo. Ma 
è facile lo scorgere come debbansi cangiare le con* 
dizioni d' equilibrio se i pesi siano diversamente 
distribuiti. 
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GAP. IV. 



Veli' Asse nella Ruota. 

óSg, Qui (Fig. 54) la potenza P è appli<^ta 
alla periferia d' una mota , e il peso Q pende da 
una fune avvolta ad un cilindro che gira insieme 
colla ruota. 

Talvolta il cilindro non sostiene immediata- 
mente il peso ; ma ( Fig. 55 ) move colle sue pinne 
una ruota dentata , ed il cilindro o rocchetto di 
questa ne aggira similmente un'altra, e cosi sino 
all' ultima , il cilindro della quale porta il peso Q, 
E queste sono le Ruote dentate , le quali , come è 
jpalese , sono sistemi di più assi' nella loiota , che 
agiscono 1' uno sull' altro. 

690. Proposizione L Nell'equilibrio dell'Asse nella 
ruota sta la potenza al peso come sta il raggio del 
cilindro a quello della ruota. 

Sia U raggio della ruota a , quello del cilin- 
€3ro h ; sarà per V equilibro P az^iQb , 

Ciò s^[ue dall' ai*t. io5 ; e alti^onde è cbiai'is- 
«mo che questa macchina riducesi alla leva dì pri- 
sno genere. 

6gi. Proposizione IL Se la potenza equilibra il 
feso mediante un sistema di ruote dentate (Fig. 55) 
starà la potenza al peso come sta il prodotto de' 
^vaggi de' rocchetti al prodotto de' raggi delle ruote. 
Si dimostra come all'art. 685. 
693. Scolio, Se il peso Q discende facendo gi- 
rare il sistema 7 spesse volte v' ha bisogno di sapeix: 
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quanti giri farà l' ultiiiia ruota C nel tempo che la 
prima A compie il suo giro- Or questa cognizioDC 
dipende da quella del numero dei denti di ciascuna 
ruota A , B , e delle pinne di ciascun rocchetto b, e. 
Non si mette in conto ne 1'. ultima ruota, né il 
primo rocchetto, perchè questi non sono dentati^ o 
ahneno nulla monta che lo siano. 

Siano Ay B i numeri de'. denti delle ruote 
A y B , e by e ì nmneri delle pinne de' rocchetti 
b, e, "E méntre la ruota A fa giri N, suppon- 
ghiamo che il rocchetto b colla sua ruota B faccia 
giri N' y ed il rocchetto e colla sua ruota C fae- 
eia giri iV". E manifesto che quanto una ruota ha 
più denti che non ha pinne il rocchetto contiguo, 
tanto meno giri farà nello stesso tempo la prima, 
che non fa il secondo. Sarà dunque 

A:b :: N' : N; e Bici: M' :.N' 
onde iV: A" :: bc : AB. 

695. Corollario, Di qui dipende la soluzione di 
questo Problema : in un dato* sistema di ruote den- 
tate, fissare il numero dei denti dielle ruote, e 
delle pinne de' rocchetti in gmsa che i numeri de 
giri contemporanei, fatti dalle ruote estreme siano 
in un dato rapportò. 

GAP. V. 

Jbella Troclea-, e della Taglia. 

694. JNella Troclea fissa il centro è fermato 
ad un appoggio stabile, e la potenza ed il pe^ 
sono applicati ai due capi della fune che abbraccia» 
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la Trodea. Nella Troclea mobile il peso pende dal 
centro , 1' un capo della fune è fisso , V altro vien 
tratto, dalla potenza. 

Nella Taglia v ba un sistema di troclee fisse 
collegate in una cassa o armatura comune, ed un 
altro di troclee ' mobili pur collègate insieme colla 
sua cassa , alla quale s' attacca il peso. Una fìine 
abbraccia col suo giro tutte le troclee.; V un de* 
suoi capì è fermato ad un punto del sistema ; Y al- 
tro capo uscendo fìiori dall' una delle troclee fisse , 
vien tratto dalla potenza. 

Si uniscono talvolta piìi ti-oclee mobili , o piìi 
taglie cosiccbè 1* una agisca sull' altra ;• e queste 
sono le Troclee o Taglie composte. 

È palese che la troclea fissa- viene ad essere 
una leva di primo genere e di braccia eguali, sic- 
cbè non avvantaggia punto la potenza , e giova 
solo a cangiarne la direzione. Ma. la troclea mobile 
si riduce ad una leva di secondo genere , come 
tosto vedremo. • 

695. Proposizione L Nella troclea mobile in equi- 
librio ( Fig. 56 ) i due tratti della fune declinano 
egualmente dalla verticale ; e sta la potenza P al 
peso Q come sta il raggio al doppio éoseno di 
questa declinazione ; o sia come sta il raggio della 
troclea alla corda dell' Arco abbi'acciato dalla fune. 

Venendo in contrasto il peso Q colle tensioni 
dei due tratti dalla fune P A , E B , è forza che le 
due tangenti P A , E B prolungate concorrano in 
un punto X della verticale condotta pel centix) 
della troclea. Quindi gli angoli A XC ^ B XC rie- 
scono eguali : ed è (i 48) 

V\Q:: I '.2Qos,AXC:: i iicos. CAD:: AC: AB. 



3l8 DELLl MACCH15B. 

Si perviene alla stessa proporzione riguardando 
la troclea mobile con ima leva di secondo gene- 
l'e y nella quale la potenza P tende a sollevare la 
troclea facendola girare attorno il punto B^ men- 
tre il peso Q tende ad aggirarla in contrario. G)q- 
dotta B F perpendicolai'e a P /^ , il momento della 
potenza P , B F deve eguagliare, il momento del 
peso Q . B D . Adunque P : Q :: B D l B F , o sia 
pei triangoli simili B A Fy AD C, come *A C ad AB. 

696. Corollario. La troclea mobile giova alla 
potenza sintantoché Y angolo A X C sta sotto dei 
6ò gradi; oltre quel termine è svantaggiosa. Se i 
due tratti della fune sono paralleli, la potenza è 
la metà del peso. E questo è il maggior Tantaggk> 
che possa aversi dalla Troclea. 

697. Proposizione IL Nella Taglia in equilibrio 
( Fig S-j ) i tratti della fune . che sostengono le 
troclee mobili declinano dalla verticale in guisa , 
che la somma de' seni di queste dedinadoni sia 
zero; ed allora sta la potenza al peso 9 come sta il 
i*aggio alla somma de' coseni delle suddette decli- 
nazioni. 

In fatti le tensioni de' suddetti tratti della fune 
saranno tutte eguali fra loro (176) e risolvendo cia- 
scuna d'esse in due forze, T una orizzontale^ l'al- 
tra veiidcale, e le forze orizzontali dovranno equdi- 
brarsi fra loro, le forze yeiticali dovranno equih- 
brarsi col peso Q . Ora prendendo per raggio co- 
mune la retta che esprime la tensione della fune, 
le prime vengono espresse da' seni, delle rispettive 
declinazioni , e le seconde da' loro coseni. Dunque 
la somma de' seni dovrà annullarsi , e la somma 
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de* coseni dovrà eguagliarsi al peso Q. Starà dun- 
que la tensiou della fune, o sia la potenza P al 
peso Q come sta il raggio alla somma de' co- 
seni ec. 

698. Corollaiio, Se le funi sono parallele , sta 
la potenza al peso y come l' unità al numero de' 
tratti di fune che tirano la taglia mobile. E questa 
è la pili vantaggiosa disposizione della taglia; 

699. Proposizione III, In un sistema di troclee 
mobili r una agente sull' altra ( Fig. 58 ) sta la 
potenza al peso , come sta il prodotto de' raggi 
delle ti'oclee al prodotto delle corde degli Aixlù 
abbracciati dalla fune in ciascuna trodea. 

Si dimostra come all'art. 685. 

noo. Corollario. Se tutte le funi sono parallele, 
die è la disposizione più vantaggiosa, sta la. po- 
tenza al peso come i t n^ y essendo n il numero 
delle troclee. 

yoi. Scolio. Più Taglie ancora ponno combinarsi 
in guisa cbe agiscano 1' una ' sull' altra , essendo 
applicata la potenza alla, prima di essa, ed il peso 
all' ultima. Qui pure " il rapporto della potenza al 
peso sarà composto dei rapporti clie banno luogo 
per ciascuna delle Taglie. 

GAP. VI. 

Del Piano inclinato. 

I 702, jLBOPOsizioNE, Se la potenza P ec|uilibra 
I il peso Q posto su d' un piano incUnato, sta la 
t potenza al peso , come sta il coseno dell' inclina- 
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eìone del piano alla varticale., al coseno dell' incli- 
nazione della potenza al piano stesso. 

Sia l'angolo del piano colla verticale =/»; 
l'angolo della direzione della potenza col piano =n^ 
Sai'à l'equazione dell'equilibrio 

^ COS. A 

In fatti risolvendo ciascuna delle forze Py Q ìvt 
due, l'una parallela al piano,. l'altra ad esso normale, 
le forze parallele al piano riescono P cos. n, Qcos, m; 
e le forze normali riescono P sin. riy Q sin. m. Ora 
queste ultime sono elise dal piano stesso y il quale 
ne risulta premuto con forza =: P sin. n^-Q sin. m . 
Le prime poi dcggiono elidersi fra loro , onde 
P cos. 11=:, Q cos. m . 

^o3. Corollario, Traendo la potenza orizzontal- 
mente, l'angolo n diviene complemento dell'an- 
golo m , onde P :z^ Q cot. m . E però la potenza 
sta al peso , come sta l' altezza del piano alla base. 

Traendo poi la' potenza con direzione parallela 
al piano ^ l' angolo n si fa nullo, onde P = ^cos. m, 
E però la potenza sta al peso, come sta l'altezza 
del piano alla liingbezza; e questo è il massimo 
vantaggio che possa darne il piano inclinato. 

^04. Scolio. Abbiamo detto (66^) che il principio 
della leva rende ragione . dell' equilibrio in tutte 
le altre macchine , le quali per ciò ponno tutte 
alla leva ridursi. Questa riduzione è manifesta nel- 
l'asse nella ruota, e nella troclea; nel piano in- 
clinato è meno palese. Per dichiararLi prenderemo 
a dimostrare la Proposizione (702) mediante il prlu-* 
cipio della leva. 



DBLLE MACCHlirE. 321 

Intendasi un cìrcolo AFB (Fig. Sg); sia il 
diametro AB òriiszontale, e CJP un semidiametro 
inclinato ad AB coli' angolo F C B =z m. Per F 
si conduca la tangente R*T, e la secante P S in- 
clinata alla R T coli' angolo PFRzz^n, Dal punto F 
à cali FM perpendicolare sopra CB , e àa C si 
cali CN perpendicolare sopra PaS*. E sarà l'angolo 
F C MzzzM FTz=Lm; e Vangolo FCN=PFR=:n. 

Ciò fetto intendasi die CF sia una leva mobile 
intorno a C, e nel termine F sia applicata una 
potenza P che agisca secondo la retta FP, ed un 
peso Q che agirà secondo la verticale F M, Pel 
principio della leva (666) vi sarà equilibrio quan- 
do sia 
P: Q:: CM: CN:i CFcos,m: CFcos,n: :cos,m:cos.n. 

Ora il peso Q posto in F tende a discendere 
per l'arco del cerchio , o sia per la tangente , nella 
stessa maniera come se fosse posto sul piano R T 
declinante dalla verticale coli' angolo M F Tzzzm, 
E la potenza P agisce nella direzione F P che fa 
col piano inclinato Y angolo P F Rzi^n, Dunque 
allorché un peso Q posto sopra un piano inclinato 
alla verticale coli' angolo m è equilibrato da una 
potenza P inclinata al piano stesso coli' angolo Hj 
bassi P : Q i: cos. m : cos. n,ìl che ec. 

CAP. VII. 

Della Vite, e del Cuneo, 

7o5. Il LICE è una curva descritta nella superficie 
d'un cilindro retto con inclinazione costante al 
Tom. L 21 
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^tituisca una potenza X che agisca sul punto B. 
Sarà (107) P : X:: cB : cA , o ancora 

P l Xll TLwb \ iwa. 

Ora questa X è una potenza orizzontale che 

sostiene il peso Q, mentre esso tende a scendere 

per un piano inclinato in guisa (706) che sta Tal* 

i^zza alla base, come sta ho.'^wb. Dunque (703) 

Xi Q : : hi 'xwb. 
Moltiplicando le due proporzioni si lia 

P \ Q\ : hiva 

e P^— — , equazione dell' ecpiilibrio. 

Quindi è manifesto esser la vite una maccliina 
composta della leva di secondo genere, e del piano 
inclinato. 

708. Scolio I, La stessa condizione dell'equilibrio 
ba luogo ancorché Tasse della vite non sia posto 
verticalmente 9 purché però le resistenza Q agisca 
secondo 1* asse della vite , e la potenza P agisca 
secondo la languente d' un circolo perpendicolare al 
detto asse. In caso diverso converm decomporre 
queste due forze ^ e considei^arne soltanto quelle 
componenti che agiscono nelle dii^ezioni accennate. 
Le altre restano elise dagli appoggi. 

•^09. Scolio IL Accrescendosi la potenza P oltre 
1 valore richiesto per 1' equilibrio , cosicché sollevi 
La testa della vite, mentix; ella fa un giro intei^o. 
La testa della vite s'alza di tanto spazio quanto è 
il passo dell'elice. Di qui l'uso della vite a sti^t- 
lissinae spire per misurare i movimenti piccolissimi- 

610. Proposizione IL Neil' equilibrio della vite 
perpetua sta la potenza al peso, come sta il pf^^ 



\ 
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lato del cilindro. La distanza fra due punti conse- 
cutivi dell'elice presi sullo stesso lato, dicesi ptisso 
delV elice. 

Svolgasi la superficie del cilindro A C ( Fig. 60 ) 
nel rettangolo ac, nel quale si segnino le parai- 
ide ah' , hkf ec. Rivolgendo questo rettangolo at- 
torno la superfìcie del cilindro, vi resterà s^[nata 
r elice. Onde è manifesto che ogni elemento del- 
l' elice è una retta inclinata in modo <:be sta 
r altezza alla base , come sta il passo dell' elice 
alla periferia della base del ciLndro. 

^06. P^ite (Fig. 61) è un cilindro retto guemito 
d' un risalto avente per asse un dice. Essa si ag- 
gii'a dentro un cilindro stabile M, che dicesi Ma^ 
drevite , avente un incavo spirale che corrisponde 
al risalto della vite. La potenza P per mezzo del 
manubrìo A B tiene in equilibrio la vita gravata 
nella cima del peso ^, la quale tende a discendere 
ravvolgendosi per le spiri^ della madrevite. 

Talvolta la vite è fermata stabilmente, e at- 
torno di essa può girare la madrevite; alla quale 
allora sono applicate entrambe le potenze Q , P» 

Formasi una macchina composta della vite e 
dell' asse nella mola , allorquando la vite non so- 
stiene immediatamente il peso, ma spinge il dente 
d' una ruota ( Fig. 62 ) dal cui ciUndi*o pende il 
peso Q. E questa dicesi Vite perpetua. 

^0*7. Proposizione L Nella vite in equihbrio sta la 
potenza al peso, come sta il Spasso dell'elice allu 
periferia che )a potenza tende a descrivere. 

Sia il passo dell'elice =:^, e sia e A ^za, 
e B z:z b. Alla potenza P die agisce in A ii so- 
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stituìsca una potenza X che agisca sul punto B. 
Sarà (107) P : X:: cB : cA, o ancora 

P l Xll 2frb : 2wa. 

Ora questa X è una potenza orizzontale che 

sostiene il peso Q, mentii esso tende a scendere 

por un {»ano inclinato in guisa (705) che sta Tal* 

tezia alla base, come sta ha.2wb. Dunque (703) 

X: Q : : h: 2:Fb. 

Moltiplicando le due proporzioni si ha 

P : Q : : h27ra 

e Pzz:—^ — , equazione dell'equilibrio. 

Quindi è manifesto esser la vite una macchina 
composta della leva di secondo genere , e del piano 
iadinato. 

708. Scolio L La stessa condizione dell'equilibrio 
ha luogo ancorché l'asse della vite non sia posto 
verticalmente, purché però le resistenza Q agisca 
secondo l' asse della vite , e la potenza P agisca 
secondo la tangente d' un circolo perpendicolare al 
detto asse. In caso diverso converrà decomporre 
queste due forze , e consid«:'arne soltanto quelle 
componenti che agiscono nelle direzioni accennate. 
Le altre restano elise dagli appoggi. 

709. Scolio IL Accrescendosi la potenza P oltre 
il valore richiesto per 1' equilibrio , cosicché sollevi 
la testa della vite, mentre ella fa un giro intero, 
la testa della vite s'alza di tanto spazio quanto é 
il passo dell'elice. Di qui l'uso della vite a stret- 
tissime spire per misurare i movimenti piccolissimi. 

610. Proposizione IL Nell'equilibrio della vite 
pei-petua sta la potenza al peso> come sta il prò* 
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sTone in m^=^ T+dT, e la pressione sull' archetto 

M m sia ^zN d s. Levando via Y demento M m 

della curva, e sostituendovi una forza OZ:=:Nds, 

è manifesto che sussisterebbe ancora T equilibrio tra 

le due forze prossimamente eguali T, T ^hdT, e 

la forza N d s che fa con esse angoli eguali. Sarà 

Nds 

dunque ( i4^8) r= e^tttp- Oi'a riguardando 

^ ^ ^ ' 2 COS. KOM ^ 

K O M come un triangolo rettangolo in M , sarà 

^^-.^ MO ds ^ ^ „ 

cos,KOM=r=-^=z — . Duncnie Tz=:Er. 

Di piti chiamando y il coeflScente dell' attrito, 
sarà d Tz=: "ii/N d s . Dividendo quest' equazione 
per la precedente, avremo 

dT _ fds 

"T — ~r' 

Neil' integrare si determinerà la costante in guisa 
che ^ =: o renda Z* :^ ^ ; poi si compirà l' inte- 
grale col porre J=;a, e y=:P. 

714. CorolL /, Sia E O R vai Arco di cerchio, 
onde r costante. L' equazione dello stato prossimo 
al moto riuscirà 

P=,Qe ^ 

715. CorolL IL Supponghiamo che la lune av- 
volta attorno ad un cilindro abbracci la metà ddla 

circonferenza, onde sia — :=:«*; e supponghiamo 
jr£=t),55. Riuscirà prossimamente e := 3. Quìd* 
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il nello stato prossiiiio al moto massimo valore di 

P sarà P=:ÌQ,ed U minimo P= ' Q, 

Che se la fune desse una volta e mezzo at- 
torno al cilindro, i valori riusdr^bero 

B se girasse due volte « mezao 

E così ad ogni giro di più il valor di P d<>- 
n«bbe accrescersi nove -volte tanto, per 'giugnere 
a sollevai^ il peso, e potrebbe scemarsi nove volte 
per sostenerlo semplicemente. 

Di qui si vede qual forza enorme si rìcerchi 
per alzare il peso mediante una fune che òon' '.molle 
spirre abbracci un cilindro inunobile , . e qual .pie- 
dola forza sia bastante ad impedire . la discesa del 
peso. '-■ .. . ' 

GAP. IX yùLri ». ;ÌM 

Applicazione alla Leva, ed all' Asse ..,2 

nella Ruota, 

•jiG. JTROPOSizioitx I. Nellijt lem mobile attorno 
un'asse, e tratta da forze parallele P, Q ìàgenti 
coi bracci a, h\ chiamando r il raggiò- dell',' aste ^ 
l'equazione dello stato prossimo al moto sarà ■ 

Sia la potenza P (Fig< 65) sul punto di sol- 
levare il peso Q\ la risultante E. A delle due forse 
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P , Q , eguale alla loro somma , rìsolvaM nella 
tangenziale E S , e nella normale E T. Detto 
l'angolo RES:=zm, sarà ES=.(P'\'Q) cos. m, 
ed JE'T = (P + ^) sin. m. Ora invece ddle due 
potenze P, Q avendosi le due E S, E T , sì li^ 
chiederà per lo stato, prossimo al moto , che la 
prima di queste sia precisamente eguale all' attrito ; 
onde ES:=zf*E T, o ùbl cos. m==/sin. m; e però 

e questo sarà il valor dell'attrito. 

Avendosi adesso le due potenze P ^ ^ , e la 

resistenza s^T-j ^ , ed operando queste tre forze 

eòi bracci di leva a, b , r y egli è chiaro (712) 
idie<per lo stato prossimo al moto ne risulta Tequa- 
zxme di sopra annunciata. 

717. CorolL L II Coefficiente f ordinarìamaite è 
sì piccolo da potersi ^ascurare f*, onde l'equazione 
più semplice 

Pa=Qb + (P + P)fr 
o sia 

a—fr 

718. Corali. II. Se le potenze P, Q, non sono 
parallele 9 ma concorrono con angolo é , invece 
del binòmio P -\^ Q dovrà pivsi nelle equazioni 
precedenti il valore della risultante, che sarà (a4) 
= l/(P*H- 2PQcos.é + Q'), 

719. Caroli, III, Se più leve v. g. tre agiscano 
V una sull' altra , denominando e procedendo come 
all' art 685 avremo 1^ equazioni 



DUXI MACCHINI. ZSQ 

Pa =Xb Ji.(P + X)/r 
Xal =.YV -i-(X+r)/^ 

onde eliminando X èà ¥ viene 

^ a—fr d—ft> di—fi" 
Se az^a! = til'; bz=^V=.bf'; rsr's/'; mrà 



^=<^:r 



essendo n il numero delle leve. 

720. Proposizione IL Per V asse nella ruota , se 
le potenze P , Q siano parallele^ e sia a il raggio 
della ruota , h quello del cilindro , r quello del- 
l' asse di rotazione 9 l'equazione dello stato prossimo 
al moto, avendo riguardo all' attrito , ed alla rigi- 
dezza della flme, sarà 

Qui r ultimo termine viene dalla rigidezza della 
fune , la qual resistenza si esprime (624) per ^ + » ^, 
ed agisce col braccio b. Del resto l'equazione rica- 
vasi come qui sopra (717). 

Se si combinano più assai nella ruota , chia- 
mando X la forza che fa il primo contro il secon- 
do ^ Y quella del secondo contro il terzo ec. si 
formerà per ciascheduno la sua equazione^ proce- 
dendosi come nell' articolo precedente. 

721. Scolio I. Quando la potenza P non^ è ap- 
plicata ad un punto solo della circonferenza della 
ruota , , ma distribuita a più punti diametralmente 
fra loro opposti , siccome per lo piii avviene nel- 
r Argano , allora essa potenza non influisce punto 
sull'attrito^ e l'equazion diventa 

Pa=Q(b +fr) + b(f^ + fQ). 
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^22. Scolio IL Servono tutte queste equazioni a 
quello stato nel quale la potoiza è prossima a sol- 
levare il peso; die se volessero adattarsi allo stato 
nel quale il peso stia per superare la potenza , ba- 
sterebbe cangiare il segno ai coefficienti delle resi- 
stenze fyf^ff* Il che dovrà pure avvertirsi nelle 
applicazioni susseguenti. 

GAP. X. 

Applicazione alle Ruote dentate, 

725. i^uAimo la potenza vuol sollevare il peso 
per via d' un sistema di ruote- dentate , non è da 
trascurarsi V attrito che fa il dente di ciascuna 
ruota sofiregandosi alla pinna del rocchetto, al 
fuso della lanterna ch'ei mena in giro. 

724. Proposizione L La potenza P ( Fig. 66 } 
col braccio di leva A K move una ruota /J^ il di 
cui dente spingendo il fuso della lanterna o roc- 
chetto D conduce in giro essa lanterna ed insieme 
il cilindro B dalla di cui circonferenza pende il 
peso Q. Nello «tato prossimo al moto cercasi il 
valore della potenza P, considerando Y attrito del 
dente contro del fuso, e prescindendo per ora da 
tutte le altre resistenze. 

Sia D il punto di contatto tra il dente e il 
fuso; si conducono le rette AD, B D ^ pralun- 
gata hi B D verso E sia l'angolo ADE'^y- 
Sia D Z :=z X queDa potenza che si dovrebbe 
applicare nel punto D perpendicolarmente alla SD 
affinchè fosse sul punto di sollevare il peso Q- 
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Giacché presdndianio dall'attrito dell'asse B, e 
dalla rigidezza della fune, sarà X-B D ^zQ*B T. 
Ora se prendiamo DX eguale e contraria alla 
D Z , è manifesto che questa D X esprimerà la 
resistenza che oppone il fuso al movimento della 
ruota. Decompongasi la, DX nelle due DM , DN 
la prima perpendicoWe ad AD, l' altra secondo 
A D . Perchè la potenza P faccia girare la ruota ^ 
le converrà superare non solo la potenza D M 
tendente ad indurre una rotazione contraria, ma 
altresì l' attrito f • D N proveniente dalla pressione 
DN che il fuso esercita in D contro il. dente della 
ruota perpendicolarmente all' archetto descritto dal 
punto D. Dunque dovrà essere , 

P*AK = {DM+f'DN)AD 
Ma DM:=zDXcos.MDX—Xcos.y 
e DNz=:DXsìn.MDX=zXsìn.y 

Dunque P • A K:=:.X- A D{coa,y -^fsin.jr) 
e sostituendo dalla prima equazione il valor della X, 

_ Q^AD'BT, ' , r ^ ^ 

^= AK^BD (^^^r +/«» .r) 

11 che si cercava. 

2^5. CorolL L Dal punto nel quale il dente ag- 
grappa il fuso sino al punto nel quale lo iscapf» ^ 
sì va mutando il contatto I>, e vanno crescendo 
le distanze AD, B D ed insieme l'angolo y. 
Dunque la P è variabile. Giova oercame il valor 
massimo. 

V accrescimento della B D h piccolissimo , e 

può trascurarsi stante la picciolezza dd cerchio D y 

e la sua lontananza dal centro B. In quanto alla 

-^ D ne prenderemo il valor maggiore , cioè quel 
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raggio che va dal punto A al punto dove il dente 
scappa dal fuso. Bimane a cercarsi il valor massi- 
mo del binomio cos. y ^ f sin. y . Eguagliandone 
il differenziale a zero , trovasi questo aver luo* 
go quando è tang. y '^f> nel qual caso diviene 
COS. y -hf sin. yz=z\/(i -4-/* ) . Dunque il massi- 
mo valore di P^ ossia quello che sarà in procinto 
di sollevare il peso nella situazione più difficile sarà 

Q.AP.B T 
AK'BD V K^-^J ì 

prendendo i raggi BO , AD y come pur ora si è 
detto. 

^26. Caroli, IL Se f^z-^ sì ha prossimamente 

1/ ( -*-y^ ) =; -2 . Di qui la regola pratica insc- 
io 

guata da Belidor (*) die quando alzasi il peso per 

un incastro della ruota col fuso d^ una lanterna , 

per mettere in conto l' attrito del dente bisogna 

accrescere il peso* (oppure il suo braccio di leva) 

d'una diciottesima parte. 

j2^. Coroll. Ili, Se il sistema è composto di piìi 

ruote, e di piti rocchetti o fusi, e siano a, af , af' ec. 

i bracci di leva posti dalla parte della potenza 9 

h, V , V ec. i bracci di leva posti dalla parte 

del peso , e sia n il numero degF incastri , che 

sarà sempre d' un' unità minore del nuooero delle 

coppie de' bracci sopra detti, sarà 

^^—T-ii — i-*-/^r 

aa a" . . ,^ *^ 
(*) Arch. Hydr» Tom. ], pag. 104. 
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fjiS, Scolio, Abbiamo considerata la sola resistenza 
dell'attrito del dente, &cendo astrazione d^^ at« 
trìti degli assicdlì delle mote e dalla rigidezza del 
canapo cbe porta il peso Q. Per ottenere il giusto 
valore di P convien mettere in conto ancor queste 
resistenze; il cbe si ùak nel modo spiegato nd 
Capo precedente. 

Ed in ciò può tenersi la segaente regola &uà- 
lissima. In un sistema di ruote dentate , che in- 
somma è una combinazione di più assi nella mota 
cbe agiscono Y uno contro Y altro , per conto dd- 
F attrito dei denti si moltiplicano per J/^ ( i -^f) 
tutti que' bracci di leva posti dalla parte del peso , 
ne' quali v' è incastro ; e nel resto si proceda come 
si dìss^ all' art. 'jio parlando delle combinazioni di 
più assi nella ruota. 

Solamente si b^di che nell'equazione dell'art, ^ao 
il coefl&ciente f rappresenta 1' attrito degli assi cbe 
appartiene alla terza specie ; laddove nel molti- 
plicatore J/' ( I + y^ ) 5 y rappresenta 1' attrito del 
dente, il quale appartiene alla prima specie. Quindi 
nel formare le equazioni relative a ciascuna ruota 
bisogna distinguere con diversi segni questi coef- 
ficienti , per assegnar poi a ciascheduno il valore 
numerico che gli è proprio. 

GAP. Xi. 

Applicazione alla Troclea^ ed alla Taglia. 

729. X RiMiERAMENTE per la semplice Trodea è 
manifesto che l' equazione dello stato prossimo al 
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moto è la stessa che per l'Asse neUa Kuota (^ao) 
facendovi b z=: a . Passando ora aUa Taglia , agevo- 
leremo il calcolo col supporre i.** che tutti i traiti 
della fune siano paralleli; 2.^ che tutti i raggi 
deUe trodee siano eguali fi^ loro come pure quelli 
degli assi ; 5.° clie essendo J" molto piccolo , possa 
farsi 1/ ( I -h/* ) = I ; 4*^ ^^® 1^ rigidezza della 
fune sia presso a poco proporzionale alla tensione, 
onde possa farsi ^ =: o . 

^So, Proposizione. Sia ciascuno de* raggi delle 
troclee r=a, ciascuno de' raggi degli assi =:r^ il 
numero de' tratti della fune che tirano le troclee 
mobili = A:. Ponendosi per brevità 

n{9 -+- i) -^fr 

^—-4 

a—fr 

l'equazione dello stato prossimo al moto sarà 

^ j^ — i 

Si esprimono le tensioni de' tratti della fune 

coUe lettere /, /, tf^^ apposte nella Fig. 5^, 

e fra le due tensioni t, ^ si avrà l' equazione (720) 

t^a:=^ta+ {t^ ^t)fr -^ art 
dalla quale si trae t* z:l A t. Similmente si troverà 

^^—Ae^AU\ i'^^At^^z=uA^t\ ec. 
Quindi r ultima tensione^ o sia quella della fune 
che immediatamente vien tratta dalla potenza , si 
troverà -zzlAt t, e la somma di tutte le altre sarà 

o sia —té—ILL 

A—i • 
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Ora r ultima tensione è eguale alla potenza P, e 
la somma di tutte le altre è uguale al peso Q. 

Dunque P i Q i : A : —z ; onde ec. 

^3i. Scolio, Annullandosi ¥ attrito , e la rigi- 
dezza della fuue , viene ^ := i , il che dard>bc 

P = O •-; Ma determinato coi noti metodi il 
^ o 

valore di quella frazione - , torna P :^ -r^ , sicco- 
^ o A- 

me dev'essere (698). 

GAP. XII. 

Applicazione al Piano inclinalo, 
ed alla f^ite. 

^52. / ROPO8IZ10NE I. Nel Piano indiuato , rite- 
nendo le denominazioni dell' aii;. ^02 , V equazione 
dello stato prossimo al moto riesce 

_- _^ cos. ni -4- / sin. //* 

P — Q . '•^. 

cos. n — J sin. n 

Poiché dalla risoluzione delle forze f , (^ 

(^02) nasce la forza in direzione parallela al piano 

= P COS. n — Q COS. m, e la foi^za normale al 

piano =:; P sin. n ^ Q sin. m , onde 1' atti-ilo 

^/Psin.n+fQ sin. w. Dunque dovrà essere 

P cos. n — Q COS. mzizfP sin. +fQ sin. //*. 

733. Coro IL L Traendo la potenza orizzontalmente, 

I - 1 ' T tanfif n% 

verrà P -=::: Q • ■ '^ ^^-r- ; e traendo la i)otenza 

^ tang. m —J 

pai*allclamcnte al piano, verrà P=l^ -(cos. /?*+ysin./n). 
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Sono questi i valori che mettono la potenza 
in procinto d^i sollevare il peso Q. Quelli poi che 
bastano ad impedir semplicemente la discesa del 
peso 9 sono gli stessi, cangiandovi il segno di^! Si 
confronti Tart. 5^9, 

^54. CorolL IL Qui la direzione più vantaggiosa 
per la potenza che vuole alzare il peso Q non è 
più la direzione parallela al piano, ma bensì quella 
che diverge dal piano con angolo che ha per tan-* 
gente y. Poiché differenziando il valore di P ('jI^'ì) 
col porvi variabile l'angolo n, e facendo dP ^Oy 
trovasi tang. n = — f. 

Che se la potenza dovesse soltanto trattenere 
la caduta d^l peso , verrebbe tang. n "=./% onde la 
direzione della potenza dovrebbe convergere col pia- 
no collo stesso angolo. 

5 35. CorolL III. Bene spesso avviene che Id po- 
tenza strascini il peso sul piano inclinato mediante 
una fune che passa per una Troclea fissa. Ed allora 
l'equazione dello stato prossimo al moto sarà quella 
dell'art. ^20, facendovi ('jiq) ìf^^a, ed in luogo 
di Q ponendovi (732) 

-, cos. m H- /"sin. m 

Q • 

COS. n — y sin. n 
Qui pure si badi che in questa f<H*mQla / 
rappresenta 1* attrito del corpo strisciante lungo il 
piano , ma nell' equazione ( 720 ) ^ rappresenta l' at- 
trito dell' asse della troclea. Questi attriti sodo 
diversi , e però nel far la sostituzione si dovranno 
connotare con segni differenti. 

736. CorolL IV. Supponghiamo che al peso ? 
sia sottoposta una ruota il di cui raggio sia l^i 
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«1 il raggio del suo assicello sia r. Allora la potenza 
P C08. n — Q COS. m tende a far girare il centro 
della ruota attorno al punto dove la ruota stessa 
s'appoggia sul piano; ed il suo momento per in- 
durre questa rotazione hz=i P R cos. n*-^ QR cos. m. 
Ora questo non può farsi senza che la ruota si 
rivolga intorno al suo asse , alla qual. rotazione 
contrasta l'attrito fP sin. n+fQ sin. m che fa 
l'asse contro il cerchio die lo stringe; e il momento 
di questa resistenza è ^^^fP r sin. n +fQ r sin. m . 
Dunque nello stato prossimo al moto sarà 
PR COS. Il — Q R cos. m :=:fP r sin. n -h/Q r sin. m 

^ ^- R COS. m '\- fr sin. m 

onde Pz=:Q, ^ -;-: — : 

^ R COS. n — Jr sm. n 

In questo caso la pih vantaggiosa direzione 

per la potenza che vuole alzare il peso sarà 

tang. /i = — •^. 

Torna poi allo stesso che il peso sia poiixito da 
una ruota, o da più ruote eguali ; perchè compar- 
tendosi fra le ruote la pressione del peso , la somma 
degli attriti sarà sempre yP sin. n +J'Q sin. m, e 
la somma de' loro momenti yPr sin. n +/Qr sin, ni 
come dianzi. 

Di qui può vedersi come le ruote ajutino la 
potenza che tira un peso sopra un piano, e l'utile 
comparirà eziandio maggiore se si avverta che in 
questo caso l' attrito è della terza specie , e il coef- 
ficiente f ha un valore più piccolo che non ha , 
allorché il peso è strascinato per terra. 

•jS^. Caroli, y. Quando il piano è orizzontale , 
e la dii^ezione del tiro è anch' essa orizzontale , 
Tom, I. 32 
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proviene P = ^^-—^ . Se la potenza strascinasse il 

peso in piana terra , sarebbe P :=:fQ , e la po- 
tenza dovrebbe vincere V intero' attrito derivante 
dalla pressione del peso Q . Ma coli' ajuto delle 
ruote I.® l'attrito si fa minore, cangiandosi in 
attrito degli assi quello che sarebbe stato attrito 
del moto radente ; 2.® di questo attrito medesimo 
la potenza non dee vincere cbe tanta parte, quanta 
parte è il raggio dell' asse d^ raggio della ruota 
stessa. 

Sia p. e. un peso di cliil. 48950 da tirarsi 
per un piano orizzontale. Sia il peso imposto sopra 
un carretto a quattro rotelle, in ciascheduna delle 
quali stia il raggio dell' asse al raggio della rotella 
come 2 a g. Supponghiamo per l' attrito degli 

I ^2 

5i (.nj) /== - , ed essendo — = - , sarà 

p=^<? = cba. 1553,97. 

^58. Proposizione fi. NeUa Vite, ritenendo le 
denominazioni dell' art. 707 , l' equazione ddlo stato 
prossimo al moto riesce 

^ a ^ 9F b — Jh 
Ritornando sulle traode dd citato articolo, 
avremo tuttavia 

P : Jf:: 2 ir^ : 2 «■«. 

Passando poscia a paragonar fra loro le forze X t 

Q^ sarà adesso (735) 

X: Q : \ i +/tang. m : tang. m — / 

jL w h 
o sia, poiché (705) tang. iw= — —, 



assi 
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X:Q: :h'h2f^b : 2wb—fh 

Moltiplicando questa proporzione per la precedente 
si ottarà P annunciata ecjuazione. 

CAR XIIL 

Applicazione ad altre macchine composte^ 

^59. J Mercè le regole insegnate ne' Capitoli pi-e- 
cedenti non vi sarà combinazione di macchine nella 
quale non possa agevolmente rinvenirsi l'equazione 
dello stato prossimo al moto. Sarebbe soverchio il 
trattenerci su molti pai*ticolari; ci basterà mostrarne 
un esempio nella macchina descritta da Bclidor (*) 
lotto il nome di Lévier de la Garous&e, 

^4o- 11 peso V (Fig. 6j) posto sopra un car- 
retto mobile su quattro rottelle R viene strascinato 
mediante la fune TZSN circondotta alla troclea 
mobile ZS , Il capo T della flme è fermato ad 
un immobile appoggio ; Y altro capo abbraccia il 
cilindro NH che gii-a insieme colla ruota OGF 
da G verso F, Si comunica il molo alla ruota nel 
modo seguente : AB h vm vette mobile attonio il 
fulcro C . Di qua e di là dal fulcro in D y E sono 
due occhietti , su* quali ponno moversi liberamente 
gli arpioni DG , E F clie terminano alla penferia 
della ruota , e prendono uno per volta i denti dei 
quali quella periferia è guernita , siccome la figura 
dimostra. Quando il vette AB è orizzontale, le 
rette Gì ^ FK che congiungono l'occhietto col- 



(*) Arch. Hydr. Tom. I , pa^. laa. 
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punto dove V arpione tocca la periferia , vengono 
ad essere tangenti della periferia, stessa in G y F , 
Ora se T estremità A si applica una potenza ver- 
ticale P, che farà girare il vette attorno al fulcro 
C che s'alzerà l'occhietto E, e l'arpione EF spin- 
gerà avanti il punto F della mola. Dopo ciò se 
un* altra potenza f si applica all' esti*emità B , 
che farà girare il vette in senso contrario , s' alzeii 
r occhietto D y e l' arpione D G spingerà avanti il 
punto G, Così mercè l' azione alternativa delle 
due potenze P y P' sì farà che le^ ruota continua^ 
mente giri per lo stesso verso GF y e il peso coa- 
. tinuamente sia spinto innanzi. 

^4i* ^^a U peso ^=chil. 48960; il raggio 



2 



degli assi delle rotelle R sia -r del raggio deDe 

rotelle medesime. Il raggio della ti*oclea ZS m 
= metri 0,108, ed il raggio dd suo asse ne sia la 
decima parte, cioè m. 0,011. Il diametro della 
fiine TZSN sia m.o,o5y. Sia poi il raggio HN 
del cilindro m . o, 1 555 ; il raggio HF della ruota 
m . 0,65 ; il raggio dell' asse sopra cui gira la 
ruota m . 0,02^. Sia J Cz=: CB = m . 2,761 ; e 
supponghiamo che essendo la AB orizzontale , e 
cpnducendosi da C le perpendicolari CZ , CM 
sopra le direzioni FK y Gì y ciascuna di queste 
pei'pendicolari sia la decima parte di ACy cioè 
m . 0,276. Per ultimo pesi il vette A B chiL 97,9 ; 
e il raggio dell' assicello C sopra cui si rivolge 
sia m . 0,02. 

Avendosi queste mism^ si cerca il valore della 
potenza P che tirando in ^^ il giogo AB ormoo' 
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tale è sul punto di moverlo, facendo insieme giraix; 
la ruota, e promovendo il peso V. 

^42. Primieramente in grada delle ix)telle K , lo 
sforzo che dee vincersi per movere il peso , posto 

/:=:— si riduce a dui. iSSS^gj come si con- 

frO 
chiuse (75^) dalla fornlola P =* — ^ . 

Ora cominciando dal considerai^ 1' azione della 
Trodea ZS , perchè le due funi TZ , NS sono 
presso a poco parallele , la tensione di ciascuna di 
esse funi sarebbe la metà di questo peso , cioè 
chil. •^'^65985. Ma polche v' è di mezzo la Troclea , 
la tensione della fune TZ sarà bensì uguale al péso 
di chil. ^♦j6,985 , che 10 chiamerò Q , ma la ten- 
done dell' altra fune NS ^ che io chiamerò F, sarà 
tanto maggiore della Q quanto importerà 1' attrito 
della troclea, e la rigidezza della corda. Dicasi il 
raggio della troclea = ^, il raggio del suo asse=.r. 
Avi'emo tra le forze F, Q Y equazione 
{a) Yh = Qh'h{r-hQ)fr + h{i»-\-fQ), 

^45. Consideriamo ora la Ruota e il cilindro. 
E sia il raggio della ruota HF:=:ay il raggio del 
cilindro HN •:= b , il raggio del loro asse co- 
mune =: / . Dicasi poi X la forza che fa in F 
Y uncino E F contro il dente della ruota agendo 
secondo la tangente FK , e smY angolo AEFzzz^. 
Vengono in contrasto per mezzo di questo Asse 
nella ruota le due forze X , Y e perchè Y angolo 
delle loro direzioni è =: tf, avremo (718) T equa- 
ùone 

(h) Xa=y^-h/>^i/(JP+2ji:7cos.é+p)-f./;(^H-»j') 
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^44* Consideriamo [)er ultimo la Leva A B, "E di-» 
clamo A C ^^m , C L =i n , il raggio dell' asse 
Czzzr'^ . Le direzioni delle forze P , X applicate 
alle estremità della leva fanno ti^ loro un angolo 
::^ <^o^ — ^ . Quindi se dicasi n il peso del giogo 
AB che grava esso pure il punto C , sarà la pres- 
sione dell' asse C 

ì/{{P 4- n)* -4- a (P + n) sin. ó -4- X^ì 

Avremo pertanto V equazione 

{e) Pm=Xn -|-/,"l/|(P-|- n)*4- 2{P^- n)8Ìn. $ + A''j 

Ora dalle tre equazioni {a) {b) (e) determinando 
successivamente K , X , P avremo in ultimo la 
potenza P espressa per Q di cui già conosciamo il 
valore = cliil. ^^6,985. 

^4S. Le equazioni ponno rendersi assai piìi sem- 
pL*ci col trascurare alcuni elementi che poco in-* 
fluiscono nel valor finale. Si può omettere il coeffi- 
ciense ^ che in effetto è piccolissimo a fronte di 
9 Q , f Y per essere 1 pesi Q ed Y assai gi*andi. Si 
ponno anche riguardare le forze X, Y come paral- 
lele , e così pure le forze P , X onde le pressioni 
sugli assi H , C siano rispettivamente X -f- F, 
P -4- n 4- A^ . Con questo non si fa che stimare 
queste pressioni alquanto maggiori che in realtà 
non sono^ ma la differenza che ne proviene nel 
momento delF attrito degli assi è picciolissima stante 
la picciolezza de' coefficienti /K, Jr^' . Con tali age- 
volezze le equazioni divengono 

Yh = (?/t4- ( 1"+ Q)fr +hfQ 
Xa= Yb-\^(X+Y)fr' + b9Y 
Pm—Xn+(P+n + X)ff^' 
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onde ricavasi 

—V • ^^j-^f • a— //> ' h—fr ■*'" 'iiS^p 
^46* Nel porre i valori numerici (741) bisogna 
aver V avvertenza di accrescere i raggi h j b della 
trodea , e del cilindro con aggiungervi il semidia-^ 
metro della fune. Il coefficiente f dell' attrito si 

suppone = - ; il coefficiente t della rigidezza 

ddla corda si determina coi dati dell' art 628 , 
e trovasi »=: 0,088. Compiuto il calcolo ^ verrà 
Pz=o,o5. ^ + 0,1 =cliil. 25,4i. 

Belidor trova P=:cliil. 60 a un di presso. Il 
divano viene principalmente da ciò che egli stima 
indistintamente ogni attrito essere la terza parte 
della pressione. 



SEZIONE TERZA 

OKLUB MAGCaiNB IN MQTOit 

GAP. XIV. 

t)el moto equabilmente accelerato 
delle Macchine. 

747- Accresciuta la potenza oltre il limite dello 
stato piossimo al moto y essa solleva il peso cou 
moto di vario genere secondo la varia natura e 
della potenza e delle resistenze che al moto dell4 
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macchina fanno coptrasto. E già perchè il moto si 
conservi, rendesi necessario per cagione delle resi- 
stenze* che la potenza sia una forza continuamente 
applicata , o sia (ao3) una forza acceleratrice. 

Se questa forza sarà costante y e la resistenza 
costante cmcor qssa, e i loro momenti saranno sem- 
pre i medesimi , girerà la macchina ed alzerà il 
peso con moto equabilmente accelerato. Se poi nel 
progresso del moto , o le forze o i momenti loro 
patiranno alterazione, sarà il moto accelerato bensì, 
ma non equabilmente. E finalmente potrà essere 
che diminuendosi continuamente la forza motrice, 
o aumentandosi continuamente la resistenza , ven- 
gano queste forze contrarie a pareggiarsi fra loro; 
ndl qual caso T accelerazione cesserà del tutto, e il 
moto della macchina si farà equabile , conservando 
essa quel grado di velocità che aveva acquistato 
nel termine dell' accelerazione. Considereremo questi 
tre casi nei tre Capitoli susseguenti. 

^48. Proponghiamoci da prima un peso Q da 
sollevarsi mediante un Asse nella ruota. D. motore 
della macchina sia un altro peso P pendente da 
una fune avvolta alla periferia della Ruota. In 
questo caso , essendo P e Q costanti , e i loro mo- 
menti essendo invariabili , il moto dev' essere uni- 
formente accelerato. 

^49* Proposizione, Sia P il peso motore, Q il 
peso da sollevarsi ; a , b ì rispettivi raggi o bracci 
di leva ; S il momento d' inerzia della macchina 
nferito all' asse di rotazione. Scendei*à il peso P > e 
salirà il peso Q con moto equabilmente accelerato, 
e chiamando 9, f' le rispettive forze accderatrìd^ 
sarà 
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A— Pa—Qh ,_ Pa—Qb 

^ — "^^gS-^Fa'-^qb^' ^ —''^'gS+Pa-hQb^ 
Dim. Sia « la velocità angolare del sistema; sarà 

(541) '-T* eguale al momento della forza sollecitante 

diviso pel momento d'inerzia. Ora essendo Pa il 
momento del motore P , e Q b il momento del 
peso Q , sarà Pa — Qb il total momento della 
forza sollecitante. Quanto al momento d' inerzia , 

1 P ^ A • •/ * • 

siccome le masse — , — ad ogni istante si movono 

S g 
con quella velocità con cui girano le estremità de* 

rispettivi raggi a , b , così debbono intendersi con- 
centrate nelle estremità di que' raggi ; onde i loro 

momenti d' inerzia saranno , i^.^-- . e sarà 

S S 

S-^' h— — il momento d'inerzia di tutto 

S S 

il sistema. Dunque sarà 

diù _ Pa—Qb 

'dT~^' gS-hPa*+Qb^ 
che pongo per brevità zzz gM, 

Sarà dunque la velocità angolare o) == gjMdt, 
E se chiamiamo m, u' le velocità negli estremi 
de' raggi a, b, o sia le velocità de* pesi P, Q y 
sarà (538) 

u:=zaafZ=.agJ'Mdt; uf z=b(io:=;,bgfMde 

onde (206) ip zzz'-r-=,agM; ^' =-^= Z^^j^f . 

^So. CorolL I. Chiedendosi il valore da darsi al 
raggio a affinchè il peso sollevato colla massima 
velocità, questo si avrà dall'equazione 
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. Pa—Qh 

a . . — - — -=7 — -— --ozz: 

di£Eereniuando nel supposto dì a vanabile. 

E siccome al variare di a varia anche S f 
così prima di differenziare converrà pon'e in luogo 
di iS* il suo valore espresso per a. Potremo tuttavia 
dispensarcene quando S possa trascurarsi rimpetto 
agli altri termini del denominatore, oppure quando 
S possa prendersi per costante attesocLè cangi po- 
chissimo al cangiare di a. 

^5i. Coroll. IL Nella ti'oclea fissa abbiamo a=^f 
e posto 2 T* il peso della troclea , riesce (5ii) 
gS ^^ Ta*, Scenderà pertanto il peso P e salili 
il peso Q con pari forza accderatrice , che sarà 

—e- T^P+Q' 

Di qui r uso della macchinetta di Atwood per ve- 
rificare le leggi dalla caduta de* gravi< 

^52. CorolL HI, Se il peso Q non sale verti- 
calmente , ma per un piano inclinato , serviranno 
tuttavia le formole pi*ecedenti, se non che nel 
numeratore in luogo di ^ si dovrà porre (702) 

COS. m 
^ COS. n 

7 53. CorolL IV. Finalmente se si vorrà tener 
conto delle resistenze dell'attrito e dcUa corda, 
serviranno ancora le formole dell' art. 749 > ^ ^'^'^ 
che nel numeratore in luogo di ^^ dovrà porsi (730) 

Che se il peso Q fosse tratto su per un piano 
comunque inclinato y dopo X accennata sostituzione » 
convenga nel numeratore cangiar Q in 
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^ COS. m -f-^Mii. m 

^ ' cos, n — \^sin. n 
coli* avvertenza già indicata (735) intorno ai valori 
del coefficiente y . 

Siccome poi i coefficienti delle resistenze f^f^y^ 
ponno aversi per costanti (5ii. 5^0. 5^4) così egli 
è chiaro che il moto resta sempre uniformemente 
accelerato. 

CÀP. XV. 

T)el moto variabilmente accelerato. 

754* Allorquando col giro continuo d'una mota 
sì vuol produrre un moto alternativo, spesse volte 
si fa uso delia manov^ella. Così avviene per lo piU 
nelle ruote destinate ad alz£u« gli stantuffi delle 
trombe idrauliche. Il gambo dello stantuffo è at- 
taccato al gomito F della manovella (Fig. 68). 
Girando la ruota , il punto F s' innalza in R descri- 
vendo il semicircolo FGR ^ poscia ritoma in F 
per r opposto semicircolo RTF y e cosi lo stantuffi) 
s' alza e s' abbassa a vicenda. 

In questo movimento quand' anche il motore 
ecpiivaglia a un peso costante P , ed anche lo 
sforzo dello stantuffi) equivaglia a un peso costante 
Q pendente dal braccio deUa manovella , con tutto 
ciò il moto non può essere equabilmente accelerato. 
Imperochè mentre lo stantuffi) ascende pel semi- 
circolo FGR y il braccio di leva del peso Q va 
cangiandosi , ed è nullo nel punto F , massimo nel 
punto G ove è uguale al gomito C F della mano- 
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velia , e torna nullo nel punto sublime R . Dal 

che tosto si vede che il moto s'anelerà eccelerando, 

ma per gradi sempre minori nel primo quadrante 

FG , poi per gradi sempre maggiori nel secondo 

quadrante G R . Determiniamo la legge di questo 

movimento. 

^55. Proposizione, Sollevandosi il peso mediante 

una manovella , determinarne la velocità in qualsH 

voglia punto del semicircolo FG R . 

Sia a il braccio di leva del peso motore P, 

il gomito della manovella C F:=: b ^ il momento 

d' inerzia della macchina = S , nel quale intendo 

compresi anche i pesi P , Q ; finalmente sia » la 

velocità angolare della macchina , conoscendo la 

quale , si conosce la velocità di ciascun punta 

Dopo il tempo t sia il punto F passato in M con 

avere descritto l'angolo FCM^: 4^ ; sarà allora 

il momento del peso = Q b sin. ^ . Quindi (540 

d(ii Pa — Qb sin. \J/ 

"27 S 

d^ 
ovvero , per essere <o ^ --7— , 

dd'^ Pa — Q b sin. 4/ 

Moltiplicando per 2d^ ^ ed integrando in modo 

che 4/ = o dia -7-- ^ o , avremo 

de 

iP a '^ — 1 Qb {i — COS. 4') 

s 

^56. CorolL I. Di qui si ricavano le s^[ucnti 
relazioni tra gli spazj , e i quadrati della velo- 
cità 



(^)"=-= 
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4 a ^ 

4^ = 5» \s'«-;=-Pair— 5,4i4 O^ 

4 2 

ddle quali è facile accorgersi come il moto per 
FG R non s'accelera equabilmente, ma sempre meno 
nel quadrante FG, e sempi^ più nel quadrante G R. 
557r Coro IL IL Per altro considei*ando Y intera 
salita da i^ in R si vede che i quadrati delle velocità 
acquistate ne' puntf G y R sono fra loro come gli 
spazj descritti F G , F R nh più né meno come se 
il moto equabilmente s' accelerasse. Dal che si vede 
che compensandosi abbastanza le anomalie del moto 
ne' punti intermedj possiamo riguardare 1' accelera- 
zione come se fosse uniforme in tutto il tratto della 
salita del peso. La forza acceleratrice costante che 
si ragguaglia alla foi^za reale che è variabile , si 
otterrà (210) dividendo il quadrato della velocità 

per il doppio dello spazio , e sarà ^ ir ; 

S 

^ h n 
onde il braccio di leva medio sarà = — = -*- b . 

«r II 

Di qui la regola seguente. 

7 58. CorolL IIL Quando il peso è sollevato per 

via d' una manovella , il suo braccio di leva può 

aversi come costante , ed eguale a -2- del gomito 

della manovella. 
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•^Sg. Scolio L Compiuta la salita , segue la di- 
scesa per 1* arco ATF cbe riconduce lo stantuffi> 
al punto donde partì. In questa discesa la potenza 
moti'ice P non viene punto in contrasto col peso Q, 
Quando la manovella si adopera per innalzare gb' 
stantuffi delle trombe^ arrivato lo staatufib al punto 
supremo R , discende da sé pel proprio peso , e 
non esercita veruno sforzo contro la maccliina. Quindi 
in tutto quel tempo clie impiega la manovella a 
dar volta , e ricondurre il gomito al termine più 
basso , la potenza motrice è oziosa. 

^60. Scolio IL Ad evitare questa perdita di tempo 
è ordinata la manovella doppia. Sono disposte sullo 
stesso asse due manovelle eguali situate nello stesso 
piano , ma volte in parti contrarie. Ai loro gomiti 
E , F sono attaccati i gambi degli stantuffi ài due 
trombe uguali, in modo cbe mentre l'uno ascende pel 
suo semicircolo, Taltro discende pei seiuicircolo opposto. 
Poicbè lo stantuffo cbe disrende non fa forza, 
è manifesto non essem altra differenza tra la ma- 
novella semplice e la doppia , se non cbe quella 
interpolatamente , e questa continuamente è appli- 
cata a far montare il peso Q per 1* arco FGR 
nel modo di sopra spiegato ; onde il braccio di esso 

peso può aversi per costante ed = -2. C ^. 

Si fanno ancoi^ combinazioni di tre o quattro 
manovelle sullo stesso asse variamente disposte , la 
ragion delle quali facilmente s intenderà procedendo 
ad imitazione del calcolo precedente. E tanto basti 
aver detto di questa maccbina per dare un esempio 
del moto disegualmente accelerato , e del modo di 
ragguagliarne le irregolarità. 
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GAP. XVI. 

Del moto uniforme delle macchine. 

761. li ALLENTASI 1* accclerazIone della macchina^ 
e il moto tende all'uniformità , allorché nel pix)- 
cesso del moto o scema la forza acceleratrice o 
cresce la resistenza. Si ha l'esempio del prìmo caso 
neUe macchine mosse per forza animata , la qual 
forza (4^4) viene scemando a misura che il moto 
•' afiì*etta. Si ha Y esempio del secondo caso nelle 
macchine guernite d'un volante, che colle sue pa- 
lette battendo Taria incontra resistenza tanto mag- 
giore (226) quanto è maggiore la velocità. 

^62. Proposizione, Posti gli stessi dati dell'art. ^5o, 
se invece del peso costante P serva per motore una 
forza Fj funzione qualunque della velocità , salirà 
il peso Q con moto accelerato , e sai'à la forza ao 
edera tnce 

^ S + Fa'-^Qb" 

Dimostrasi come all'art. ^5o. 

•j63. Caroli, I. Conosciuta la forza ^ , le note 
equazioni ^' dt^zduy ^'dszzzudu danno a co- 
noscere gì' incrementi della velocità , e tutti gli ac- 
cidenti del moto. E se jP decresce col crescere della 
velocità 9 anche la forza acceleratrice ^' andrà sce- 
mando ; onde si scorge che il moto s' accelera in 
principio , ma va poi tendendo all' uniformità. 

•^64. CorolL II. Il moto diviene uniforme^ tosto- 
ciiè diventa ^'=^0, o sia Fazz^Qb. Dal che ap- 
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parisce che la forza richiesta nel .motore per conser- 
var la macchina nello stato permanente di moto 
equabile è quella stessa che richiedesi per mante- 
nerla in equilibrio : il che altronde è palese per se 
medesimo. 

^65. Coroll. III. La stessa equazione Fa'zz.Qh 
ci farà nota la velocità equabile e permanente della 
macchina. Per darne esempio supponghiamo essere/^ 
la forza d'un uomo, espressa per alcuna delle tre 
formole QJlie già (486) proponemmo. 

Posto il valore di F nell'equazione Fa:^Qh, 
ne avremo secondo le varie ipotesi 

I.* v:=zh { i ^ I 

Sarà questa la velocità equabile del punto d' aif^ 
cazione del motore F; e moltiplicandola per - si 

avrà la velocità con cui s'alza il peso Q. 

766. CorolL IV. Volendosi tener conto ddl* at- 
trito e della rigidezza della fune, d fòrà come 
all'art. ^53, onde sarà l'equazione dello stato per- 
manente 

Fa'=:zQb + (F+Q)'fr-hb (f^^fQV 
E se la macchina non levi di peso la massa Qì 
ma la strascini per un piano , in luogo di Q dovrà 
poi farsi la sostituzione ivi (753) insegnata. 

767. CorolL V. Generalmente se sia jYi^ k aorn- 
ma de' momenti delle resistenze , F equauoiie i^ 
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moto equabile sarà Fa^s^Qb-hNk. Ove se F o4 
anche N siano funzioni della vdocità y converrà 
))orvi i loro valori espres&i per la velocità d'un 
determinato punto della macchina; ed allora l'equa- 
zione stessa ci darà a conosoei^e la velocità che al 
giro equabile e permanente della macchina compete. 

CAP. XVII. 

Della disposizione più vantaggiosa 
delle macchine. 

^68. JNelle macchine che sollevano un peso con 
moto equabile V effetto della macchina si misura 
dal prodotto del peso sollevato per la^ sua velocità. 
Similmente l'effetto della forza motrice misurasi (47 5) 
dal pitxiotto di essa forza per la sua velocità; vale 
a dire dal prodotto del peso equivalente allo sfoi*zo 
die fa il motoi'e, per la velocità colla quale egli 
Cammina. ... 

769. Proposizione /. Sia un Asse nella Ruota , e 
il motore F camminando con velocità equabile i* 
sollevi il peso Q con velocità u. Sarà T effetto della 
macchina eguale a quello della forza. 

Poiché pel moto equabile converrà essere (764) 
Faz=. Qh. Ma a: h\: viu. Dunque Fi» = Qu. 
Ora Qu h T effetto della macchina, Fv l'effetto 
della forza. 

770. Scolio. Scorgesi che la potenza sta al peso 
come la velocità del peso a quella della potenza. 
Questa proporzione ha luogo così nel moto equabile 
come nell' equiUbrio , se, non che nel moto si para- 
Tom. /. 23 
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gonano le velocità attuali , nell' equilibrio le vir- 
tuali. E vale non solo per TAsse della Ruota ^ ma 
per ogni macchina immaginabile. 

^^i. CorolL I, Ife^Sstto d'una forza applicata a 
trasportare equabilmente un peso non cresce punto, 
qualunque siasi la maccliina che vi si adopri. Vana 
k dunque la volgai'e opinione che la macchina ad- 
doppi o moltiplichi Te^to della forza. In che ve- 
ramente consista T utilità delle macchine si dirà fra 
poco. 

5^ a. CorolL IL Se tengasi conto deQe resistenze, 
essendo l'equazione dello stato pennanente (^67) 

Fa=LQò + Nk , ovvero FvspQu-^ -— , scoi^ 

gesi che TeUfetto della macchina Qu non eguaglia 
r effetto della forza Fy . Quindi tanto è lontano 
che la macchina possa aumentar l'erto della fop- 
za > che anzi lo seema tanto piti quanto più soggiace 
agli attriti e ad altre resistenze. 

^^5. CorolL III. Allorché la forza F decresce col 
crescere della velocità , hawi tal valore della fona 
(488) che rende massimo il suo effetto Fv. Questo 
stesso valore adunque renderà massimo anche l'ef- 
fetto della macchina. Di qui nasce la ricerca àA 
modo di disporre la macchina col maggior van- 
taggio. 

•^^4* Proposizione IL Dato il peso Q da solle- 
varsi equabilmente colla forza F funzion data (Mia 

velocità, detei^mlnare il rapporto - del raggio del 

cilindro a quello della ruota cosicché ottengasi il 
massimo efifetto, o viceversa. 



{ 
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Prìma per V equa^ne ( 488) d . Fv = o ti 
cercherà il valore di F conT^ienta per l' efetto 
massimo. Poscia é porrà questo Talora nell* equa- 
zione Fa:^Qb , onde dall'uno de' due elementi 

Q , - troveremo Y altro. 
^ a 

Che se intervenissero resistenze , d farà oso 

ddl* equaxione Fa s= ^ ft -4» Nk , 

77$. Caroli. /. Sia F la fona d'un uomo; il suo 

valore per l'effetto massimo sarà (488) V na àa* 

I a 4 

tre ^g ^ =gf ^g : Quindi sdogherà il Problemaf 

V una di queste tre equazioni 

gaz=z:iQbi :igaz=z5Qbi iga = gQb 
secondo si adotta una o l'altra delle ti*e ipotesi (486). 

776. CorolL II, Se non un solo agente dotato di 
forza F , ma più agenti in numero n fossero appli- 
cati alla ruota , 1' equazion sarebbe j% Fa izz Qb , 

E qui dei tre elementi n ^ Q ^ - dati due qualun- 

a 

que y potrà determinarsi il terzo nel modo il più 

vantaggioso. 

777. CorolL IIL V utilità di questa Teoria mi 
fa credere opportuno il dichiararla con un esempio. 
Adottiamo per la forza permanente d' un uomo 
r espressione 

F=zglt — -j e sia g=:cliil. 21, h =: metr. 1,95. 

E con un Àrgano ove il raggio della Ruota supeii 
dodici volte quello del cilindro dovendo sollevarsi 
una mole del peso chil. a8oo 9 voglia- sapersi qual 
numero n d* opera) tomi meglio adoperare intomo 
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alla Ruota. L' equazione ^nga:=:()Qb dai'à /t=z.:^5. 

E facile rassicurali»! esser questo in i*ealtà O 

numeiH) più vantaggioso. Poiché fatto nz^ili viene 

Sarà dunque T effetto d'ognuno =. 6,066; e F ef- 
fetto della macchina =; ^5 . 6^066 :;= i5i>65. 

Or si provi qualunque altro numeix) d' opei*aj ; 
l'efietto di ciasouno toitiei'à sempre minore di 6,066; 
e Tefietto creila macchina avrà scMipre minor pro- 
porzione al numero degli operaj. Se per esempio si 
volessero cre6cei*e gli operaj sino a 100, si trovei'à 
che r effetto di ciascuno non arriva alla méta del 
precèdente. E coA col <piadruplicaix» gli agenti nep- 
pur vien che si raddoppi l'effetto della macchina. 

GAP. xvni. 

Dei veri vantaggi delle placchine, 

'j'jS. JL falso concetto che sogliono formarsi gli 
imperiti della natura e del potere delle macchine 
spesse volte porge alimento a vaqe lusinghe , ed a 
pregiudicevoli inganni. Uno de' più comuni si è 
quello di nguardai^e le macchine come valevoli ad 
accrescei^ e moltiphcare la forza degli agenti , il 
che non è sempre vero. A formarci una giusta idea 
dell' ajuto che può sperarsi dalle Macchine , noi ri- 
guaixlando agli usi più comuni delle medesime, le 
distingueremo in due classi: quelle destinate seio- 
ph'cemente a sostenere un peso , e quelle destinale 
a tirai'ld o sollevaiio equabiJUneiite. 
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^^9. Nelle macchine della prima classe tanto 
l'efFetto della macchina, quanto T effetto immediato 
della foi*Ea non pnò desumersi che dalla quantità 
del peso sostenuto. 

Ciò posto egli è evidente che la macchina ac- 
cresce r effetto *della forza 5 giacche p. ^ una forza 
di chil. IO sosterrà colla leva chu. 100, sempre che 
il braccio della forza sia decuplo di quetlo del peso. 

^80. Si chiederà come mai la foi*za possa pro- 
durre un effetto tanto maggior di se stessa? Se ben 
si considerì, vedremo che la forza 10 non sostiene 
realmente tutto il peso 100 , ma soltanto la dècima 
parte. Supponghiamo la leVa di secondo genere : la 
foi^za 100 si risolve in due; Vuna =90 che agisce 
sul fulcro, r altra = 10 che agisce sul punto d'ap- 
plicazione della potenza. La prima è tutta sostenuta 
dall' appoggio ; la potenza sostiene solamente la se- 
conda. Archimede non domandava che un punto 
fisso per tenere equilibrato il globo terracqueo. Ben 
dice Carnot (*) , se egli T avesse trovato , non egli 
veramente , ma sibbene il punto fisso avrebbe in 
realtà sostenuto la Terra. 

^81. Nelle macchine della seconda classe tanto 
r effetto della macchina quanto quello della forza 
non può desumersi semplicemente dalla quantità del 
peso sollevato; altn menti la misura dell'effetto riii- 
scirebbe del tutto vaga e indeterminata. In fatti 
qualunque piccola forza può traspoiiare un peso 
quanto si voglia enorme f^*) tanto solo che si con- 

^■— — ■— ^— — III .1. I I ■< 

(*) Principes de V equii, et du moup. ,'pa^. a38. 
(**) GaUleo, Op, Tom. I, pag. 663. 
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-ceda potersi divìdere questo peso e traspo^rtame uà 
pezzo per volta. Per lo che convien mettere in conto 
anche il tempo nd quale la forza è capace di tra- 
sportare il peso per un dato spazio, o sia la velo- 
cità del trasporto. Egli è perciò che 1* effetto misu- 
rasi (768) dal prodotto del peso per la velocità. 

Or ciò posto , abbiamo già mostrato (769) die 
la macchina non accresce Y eflfetto della forza. Se 
r uomo coUo sforzo di cliil. io solleva per via di 
una macchina un peso di dilL 100, ^li si mucye 
con velocità decupla del peso, e ùl lo stesso come 
• se immediatamente operando trasportasse quei cento 
chilogrammi in dieci viaggi, caricandosi di io chiL 
per volta. In somma quél che si guadagna nella 
•quantità del peso traspoi^to^ si perde nella velo- 
cità , e r effetto si j^^imane lo stesso. 

782. Fi*a le due nisitate classi di macchine hawi 
dunque questa caratteHstica differenza, che le pri- 
me aumentano Y effetto della ^:potenza , non cosi le 
' seconde. 

Hawi un^ altra differenza non men rimarcabile 
in ordine alle resistenze d' attrito , delle (ìini , ed 
altre. Nelle macchine della pnma classe queste re- 
sistenze sono tutte in vantaggio della potenza > e 
sostentano anch' esse la loro parte del peso; onde 
tanto meno rimane alla potenza da reggerne. Per 
lo contrario nelle macchine della seconda classe , 1^ 
resistenze tornano tutte a scapito della potenza, e 
forman parte del peso da vincersi ; onde sì esige 
per questo capo una forza maggiore di quella che 
si rìchiedcrebbe coli' immediata applicazione della 
potenza. 
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^8S. Intese queste cose ^ egli è fiMnle ora il rav- 
▼ùare il vero scopo e la yera utilità ddle macchine. 
Servono le macchine della (Mima classe ad accre- 
scere Teffistto della potenxa: e ciò fanno col com- 
partir convenientemente il peso fra la potenxa e 
r appoggio. 

Servono le macchine della seconda diasse non 
•gtà ad acci^escere l'efifetto della forata nella sua quan* 
tità» ma a modificarne CQ0ie più piace la qualità; 
e ciò fanno nel modo seguente. Essendo l' effietto 
didla macchina il prodotto del peso per la sua ve- 
locità , noi potremo accrescere a piacimento l' uno 
dei due fattene , purché si diminuisca V altro in 
proporzione. E così potremo muovere per via di 
macchina un peso enorme, purché siam contenti di 
muoverlo lentamente; o viceversa muovere un peso 
con grandissima velocità , purché sia un picdcJ. 
peso ; laddove coli' immediata applicazione della for- 
za non potremmo guari olti'epassare certi limiti ne 
di velocità né di peso. 

^84» Un'alti*a utilità delle Macchine é quella di 
poter applicare al trasporto o al sostentamento de' 
pesi ancor qudLle forze che immediatamente non po- 
trebbono applicarvisi , e con quella dii^ezione che 
torna piìi comoda alla potenza. L* urto d' una cor- 
rente , o la foi*za d' una bestia non potrebbe usarsi 
a trarre acqua da un pozzo , o dalla cava le pietre , 
se non fosse trasmessa da una macchina ; e V uomo 
stesso caverà acqua più agìatatiievite per via d una 
trodea^ che non farebbe traendo ^ secchia verti- 
calmente all' insù. 
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^85. Quantunque la scelta della macchina per un 
dato oggetto e la sua più acconcia disposizione non 
possano ridursi a [u^ecetti , pur gioverà notare al- 
cune poche generali arvertenae. 

Piìma. Nelle macchine, destinate al trasporto di 
pesi giova ridurre al minimo possibile gli attriti , e 
le altre resistenze ; non co^ in quelle destinate al 
semplice Mist^tamerìto di pesi. E perciò general- 
mente parlando , nel |rimo caso son preferibili le 
inarchine semplici, nel secondo le composte. 

Seconda. Quando la forza decresce nel crescere 
la velocità 9 conviene disporre la macchina in guisa 
che la forza di ciaschedun agente si eseràti col 
maggiore vantaggio ; il clie si farà nel modo di 
sopi^ spiegato (774)- 

Terza. Generalmente poi si conviene aver cura 
che la forza s' impieghi tutta nel produiTe 1' e£^to 
inteso^ e niuna parte se ne disvn in effetti stra- 
nieri al vei*o oggetto della macchina. Così nella leva 
se la potenza agisse obbliquumente al suo braccio , 
una parte di essa si perderebbe nel produrre uno 
sforzo contro del punto d'appoggio, con inutile con- 
sumo di forza in puiH> detrimento della macchina. 
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APPENDICE 

SUL PRINCIPIO DEXUS ^^ELOCITA' VIRTUALI 
E SUOI USI NELLA MECCANICA, 



CAP. I. 

Esposizione e dimosttxtzione 
del Principio delle Velocità \fiituali. 



786. Al punto A (Fig. 6q) sia applicata una 
0V7A S , la quale agisca per la retta AB, ImnuH 
;ino che il punto A trascon*a' un altro punto n 
icinissimo ad A. Condotta per a la perpeudicolarc 
ib sopra ABy sarà Ab lo spazietfo percorso dal 
•unto ^ secondo la retta ABy che è la dii^ezione 
ella foi'za ^S" / Questo spaziotto ^ ^ si dii*à la felo' 
Un if ir tua le della forza S. 

Adunque per velocità virtuale d* una forza in- 
ndiamo lo spazìetto cUe per un dato moto mini- 
io descrive il punto d' applicazione della foi*za se- 
Dndo la direzione ddla foi^za medesima. 
^87. Il pi*odotto S . A b y o sia il prodotto della 
ina. S per la sua velocità virtuale , si dirà il 3/o- 
lento della foi^za S . 

Si adottano queste denominazioni per abbre- 
lire il discorso. Del resto convien bene guardarsi 
allo scambiare questo Momento colle altre diverse 
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quantità che abbiamo altróve ( 54* io5 ) sotto Io 
stesso nome disegnate. 

588. Proposizione L Concorrendo più foi-ze in 
un punto , il momento della risultante è uguale 
alla somma de^ momenti delle componenti. 

Concorrano nel punto A le forze S , S' y *S"ec. 
agenti secondo le rette A B zz^ s ^ A C ^s' , 
A D zizs'^ ec. e sia la loro risultante P^ agente se- 
condo la retta ^4 R zz u. Riferito questo sistema a 
tre assi ortogonoH , siano x ^y yZ le coordinate 
del punto A . Immagino che questo punto A tra- 
scorra in a y percorrendo secondo le tre coordinate 
gli spazietti d X , dy , d z . Considerando le l'ette 
Sy s* y s'' . . . . u siccome funzioni di x y y , z, 
si vede che gli spazietti \^^ , ^c , Ad . . , . Ar 
percorsi dal punto A secondo le rette ^ ,/,/'.... w, 
saranno rispettivamente d s , ds^ , ds'^ , . , , d u . 
E i momenti delle forze sai^anno S ds , S' d^ , 
S" ds" , . . , F" d u , Ora io dico dbe sarà 
Fd u=S d s-^S'ds' + S'' ds" 

Dim. Siano a ^ ^ , e le coordinate del punto B . 
Sai'à 

A B:^s:=zl/ f{x—aì'+(y—b)'^{z—cY\o^ 

/^A X — a /^A y-^b fds\ ^2- 

\dx)'^'^ s ' W/ "^""^^ \dz)^~ 
Ora si risolva la forza «S* in tre forze parallele alle 

ti'e coordmate .r , j^ , 2. Queste saranno^ «S*. 
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S ( 7- ) • Facciasi la stessa risoluzione per le altrf 
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forze S' , S'^ ec. ed anche per la fona V^ la quale 

/du\ 
similmente verità decomposta nelle tre '^ ( t^ ) 5 

F^l^\\ VÌ — \,'EA avreii^o (5i) le equazioni 

le quali moltiplicate rispettivamente per dx^ dy y dzy. 
e poi sommate , rendono appunto 

Fdu^S ds-^S^ d y -hS" ds^' 

^89. Scolio L La proposizione è vera , quand' an- 
che il punto A venendo in a trascorresse uno spa- 
zio finito. Imperocché descrivendo il punto A se- 
condo X yy , z gli spazj finiti ò^ x ^ ^y , Az^le 
mutazioni della retta 4* corrispondenti a questi tre 
spazj saranno 

X — a . y — b z — e. , 

- . A jr ; "^ . ày ; '■ . A z ; onde 

s 9 s 

fLs\_ x — a . (à^\ y~b . (^\z — c 

\i^x) s ' \^yj s ' \àzj s ' 

Dal che avremo nello stesso modo di prima 

FA uz=:Sàs^ S' A j'-4-yA/' 

^90. Scolio IL Anche dalle pili semplici nozioni 
elementari si poteva trarre la prova della Proposi- 
zione precedente. Siano le due forze ( Fig. 70 ) 
ABz=:S,ACz=:S'yelai loro risultante AR=^ /^, 
che sarà la diagonale del parallelogrammo A B RC , 
Dicasi r angolo B A Rzzìcl^ Y angolo C A R:=ifi 9 
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r angolo RAa::=zt. Condotte le normali BMj 
CN sopra la diagonale A R , sarà per le note pro- 
prietà del parallelogrammo , ARzzuAM-^-A^r 
e BMz:zCN y o sia 

F=; iV COS. a -h iS' COS. ^ 
S sin. « = *S^sin. i8 
Si moltiplichi la prìma equazione per co», i , li 
seconda per sin. f ;/ e sommandole avremo 

Fcos. i = ^9 cos.(flf-|-i) -hi^'cos. (^ — «). 
Ora condotte dal punto ^ le iiormali ab , ac, ar 



sarà 



cos. •=--—; COS. (a + •) = ---; cos. (/3 — •) =-7-.. 
A a ^ ' Aa' ^ ' Aa 

Dunque F' . Ar:=,S . Ah-^S' . Ae , 

Così sommando i momenti di due forze , si ha 

-il momento doUa loro risultanfje. E se le forze sono 

pih di due , sommando il momento della rìsnltantc 

delle prime due col momento della terza, si avrà 

similmente il momento della risultante delle tre 

foi^ze , il quale per conseguenza sarà eguale alla 

somma dei momenti di esse. E così si procederà 

per quanto siano le forze. 

791. Scolio III. Se lo spazio ti^ascorso dal punto A 
sulla direzione d' alcuna delle forze non fosse 
per lo stesso verso per cui tende la forza , ma in 
senso contrario , il momento di quella forza an- 
drebbe preso negativamente. Così nel paralldograni- 
mo della Fig. 71 sarà F , Arz=.S . Ah — S^,Ac. 

■^92. Proposizione IL Se pili forze concorrenti in 
un punto libero A si fanno equilibrio , sai^à la 
somma de' loro momenti eguale a zero \ e vice- 
versa. 
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Poiché se v' è equilibrio , sarà la risultante 
y^o\ onde avremo (788) l'equazione 

o:=zSds>^S'dsf'\'S'!ds" 

E viceversa se questa equazione ha luogo, sarà 
(788) P^duzizo, E perchè non può essere duzzzo 
per un moto qualunque del punto jà , converrà 
die sia f^=o ; onde sarawi equilibrio. 

793. Scolio I, Se il punto j4 sospinto dalle forze 
S, S' y S'* , . , . cotìtro una linea p superficie resi- 
sìtente ,, sta in equilibrio sopra d^ essa , dicasi K la 
pressione che esso esercita contro quella linea o 
mperficie. Questa pressione agirà senza dubbio se- 
:ondo una retta Ai perpendicolare ad essa linea o 
mperficie: poicliè se agisse obbliquamente , potrebbe 
^solversi in due, l'una normale, l'altra tangeu- 
iale, e con quest'ultima non premei'ebbe, il che 
i contro l'ipotesi. Ciò posto s'intenda rimossa quella 
resistenza, ed in suo luogo sostituita una forza — K 
ìgente secondo la retta k. È palese che l'equilibrio 
sussisterà ; ed essendo ora il punto A afiEatto libero , 
invece dell'equazione dell'articolo precedente avremo 
quest' altra 

o=zSds'i-S^ds''hSr'dsf' — Kdk, 

794. Scolio IL Per altro anche in questo caso 
troverà luogo l'equazione dell' art. 792 quando si 
supponga che il punto A ti^apassando noi punto 
prossimo a movasi sulla linea o superficie anzidetta. 
Poiché allora lo spazietto A a sarà una retta infini-^ 
tesima perpendi coiaio alla retta i ; onde il punto A 
non s'avanza sulla modasima retta A:. Quindi rZA =0, 
6 torna l' equazione 

o^.Sds'^S'ds' + S'fds'f 
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795. proposizione IH. Sia un sistema de* punti 
A 9 By C ec. animati dalle forze Sy iS^, S" ecc. 
Sia questo sistema perfettamente libero 5 ed in equi- 
librio. Dico che la somma de* momenti delle foi-ze 
sarà eguale a zero. 

Dim. Siano (Fig. 72) i tre punti' ^ , B, C 
animati dalle fonae JPt=:Sy BQ=:,S^, CRzzS". 
Uniti questi tre punti colle rette AB, AC ^ BC, 
sia AB=/, AC=:fy BC=f^. Dicasi ;? 1 V 
zione che il punto B esercita sul punto A , io 
virtù della connessióne delle parti del sistema; la 
quale azione sarà diretta per AB. y e sarà ^iiale e 
contraria a quella che 3. punto A esercita sopra it 
punto ^: o in altri termini, sia p la tensione dilla 
retta AB. E similmente sia ]/ Ìsl . tensione dell» 
retta AC, e p^^ la tensione della retta BC. 

Egli è chiaro che nel punto A Buscano le trs 
forze S y p , pf che debbono equilibrar» fhi loro > 
indipendentemente dal resto del sisteina : pdch^ 
tutto il resto del sistema non agisce sopra Ay se 
non appunto per mezzo delle due forze p, p^.'E à- 
milmente nel punto B si equiUbrano fra loro le 
ti'e fonte S^y p y //'; e nel punto C le tre forze 
S", pf, j/'. 

Ora dato al sistema un moto minimo quale 
il permette la connessione delle parti del sistema 
stesso, trascorra il punto A secondo la retta A? 
lo spazietto ds , secondo AB lo spazietto df, 9^ 
condo AC lo spazietto df. Ed il ponto B tra- 
scorra secondo le rette BQ , BA, i?C gli qpa» 
zietti ds'y d^ j df". E finalmente il punto C 
trascorra secondo CR , CA y CB gli spaaetti d/'i 
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à^^ £?^''. Avremo (793) le tre equazioni 

or=,S ds -^p df "h p' df 

o^S* ds^J^pdp -^^p^' df 

o = S'^ds^'-^f/dip'^ j/*dp^' 

sommando le quali avremo per l'equilibrio di tutto 

il sistema l'equazione 

ù'=.Sds^Sd^'\':?'dJ' 
+ pldf^d(p)^^f/{df + df)+p''{df'-hd^'') 

Ma r equilibrio del sistema sussisterà né più 
né meno » se intendiamo che siano soppresse le 
forze Sy S^y iS", e che £ punti A, By C siano 
tenuti fèhni dalle sole tensioni p^ //, ;/' rivolte 
in senso contrario. Dunque Y equazione precedente 
deve tuttavia sussistere > fatto S zzzS'zziS":^.o , 
e cangiato il segno delle forze p, ^, p^' , Varrà 
dunque l'equazione 

^=~p(df+d0)^pf(df-\^d(p')—p^'(df'+.dp") 
die sommata colla precedente lascia 

o = SdsJ^S'dsf'\-S"ds^' 
Intendesi agevolmente come questa dimostra- 
zione si estenda a 'qualsivoglia numero de' punti 
componenti il sistema. 

796. Scolio /. La dimostrazione si applica egual- 
mente a' sistemi rigidi, e a quelli di forma varia- 
bile. Ma per i primi si potrebbe conchiudere anche 
nd modo seguente. La verga rigida A B non può 
spostarsi se non per moto composto di moto pro- 
gressivo, e di moto rotatorio. Ora per un moto 
progressivo qualunque della retta A By h chiaro 
cbe i due termini A, B si avanzano egualmente e 
per lo stesso verso secondo A B : e per un moto 
rotatono minimo, è pure chiaro, che siccome eu<- 
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trarabi i punti A , B descrivono rette infinitesime 
perpendicolari alla ABy così nissuno di essi sì 
avanza secondo la stessa AB, Adunque dato mI 
sistema un moto minimo , gli spazietti perecH^i dai 
due punti A , B sulla direzione della forza p deb- 
bono necessariamente essere uguali , e rivolti per 
lo stesso verso. Siccome poi quella forza p agisce 
ne' due punti A , B con direzioni oj^XMte fra loro^ 
così r uno di questi spazietti sarà neoessanaincote 
percorso secondo la direzione della fonsa p, e 
r aitilo contro la direzione di essa fonia. Dunque 
sarà ne' sistemi rigidi df^:. — d/* E similmente 
si troverà d<p'z=: — df e d(p^'z=: — df. Onde 
r equazione dcU' articolo precedente si riduce tosto 
ad essere 

ozziSds-^S'ds' + Sr^d.?'' 

797* ^^^^^^ il' Se fosse nel sistema alcun punto 
fisso , sia // la pressione che questo sostiene , e sia 
la sua direzione una retta h . Sussisterà V equilibrio, 
ancbe rimosso quel fulcro , se in sua vece s'intenda 
applicata quivi al sistema una forza — II dii-etta 
secondo h. Sarà allora come se il sistema fosse 
libero, ed avrà luogo V equazione 

o = Sds + S'ds' + S''ds''. . .~H4h. 

^98. Scolio III, Similmente se fosse nel sistema 
alcun punto appoggiato e sospinto contro una su- 
perficie resistente , sia K la pressione die ne risente 
la superficie , dilata secondo la normale k , E 
r equilibrio non si turl>erà, se si rimova quella 
resistenza , ed invece si aggiunga al sistema la 
forza — K agente secondo k : con questo 1' equa- 
zione diventerà 

= *$*^^ + S'ds^-i-Sf^ds" Kdk 
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79^ Scolio IV. Quel moto minimo die si sup- 
pone concepire il sistema ^ e da cui si misurano 
le vdocità virtuali e i momenti delle forse y fin- 
giamo cbe sia non un moto qualunque , ma quale 
il permettono gli ostacoli che trattengono il siste- 
ma. In questo caso dovremo intendere che i punti 
fissi restino fermi ; onde sarà £^ ^ = o . E simil* 
mente dovremo intendere che i punti sospinti con* 
tro una linea o superficie resistente si movano su 
quella descrìvendo una retta infinitesima che sarà 
perpendicolare alla A ; onde sarà dk ^ o . hi tale 
ipotesi adunque si ottiene di bel nuovo F equazione 

ozizSàs-^Sf àsf -J^S^ dJ^ 

come pei sistemi liberi. 

800. Scolio V. Adunque in un sistema equili- 
brato » la sonuna de' momenti delle forze si troverà 
eguale a zero per ogni moto minimo conciliabile 
colla costituzione^ e colle condizioni particolari del 
sistema. E si ti*overà ancora eguale a zero per un 
moto minimo qualunque , purché tra le forze ap- 
plicate al sistema si contino anche le reazioni o 
resistenze degli ostacoli che lo trattengono. 

801. Proposizione IV. Viceversa se la somma 
de' momenti delle forze applicate al sistema è uguale 
a "zero , sarà quel sistema in equilibrio. 

Dim. Sia il sistema de' punti A , B , C ec. 
animati dalle forze aS* , «S^ , aS^' ec. e sia la somma 
de' loro momenti eguale a zero. Se il sistema non è 
in equilibrio, prendano dunque i punti A ^ B, C ec, 
le velocità f , 1/ , 1/' ec. per cui nell' istante d t 
percorrano gli spazietti v d ty v' d e y i^' d t ec. Ora 
se ai punti A , B j C ec. già investiti delle forze 
Tom, L 24 
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i9, i9', iS"'' ec. aggiungiamo le forze — Vy — i^, — •^' ec. 
le qnali distruggano ne' suddetti punti quelle ve- 
locità iniziali Vy i/ , v" ec. egli è evidente che 
coir aggiunta di queste nuove forze il sistema adesso 
sarà in equilibrio. Essendo adunque i momenti di 
queste nuove forze — v*dt y • — v^'dty — v^^dtcc, 
avremo (795) 

o=:Sd.9 ^S'ds' + S^'ds'' 

— V* dt — i^'^dt — v'*dt ... 
Ma già per ipotesi è 

oz=zS ds + S' ds' ^ S'^ ds^f 

Dunque sarà ancora o = i'" -f- /" H- 4/"* .... la 
qual equazione non può verificarsi quando non sia 
i' :=; o , i'' == o , /' = o ec. Quando dunque la 
somma de' momenti delle forze è uguale a zero , i 
punti A y B y C ec, non ponno concepire molo ve- 
runo, ed è il itistema in equilibrio. 

GAP. II. 

Teoremi statici dedotti dal principio 
delle velocita virtuali, 

8oa. l^ROPosizioNE I. Nella leva retta due pe.i 
l'eciprocamente proporzionali alle loix> distanze dal 
fulcro, si fanno equilibrio. 

Questa Proposizione sulla quale si appoggia 
tutta la Teoria delle Macchine , e die perciò viene 
annoverata tra i principj della Statica , si deduce 
immediatamente dal principio delle velocità vir- 
tuuli. Supposta una rotazione minima della leva 
AFB (Fig. 73) attorno al fulcro F y per cui dia 
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fiossi in CFD , e condotte le oriaBontali Ca , 
Db 9 è palese die le velocità virtuali Aa 9 - Bib 
dei due pesi P , Q sono p|x)poi*zionali alle : d^ 
stanze AF ^ B F . Ora pel principio delk velocità 
virtuali dev'essere (795) P , Aa, — Q ..S.b^USif 
Dunque P : Q :: tìh : Aa :: BF : AF. »- 

Con eguale facilità ndla leva inflessa AFE 
(Fig. ^4) si troverebbe Aal Bb\l MF : NFy'h 
<|uindi per l'equilibrio dover essere P : Q II Pi Fi MF. 
8o3. Pn^posizione IL Sia un sistema di |)e8Ì in 
equilibrio ; dato al sistema un moto minimo qua* 
lunque, il centro di gi^vità del sistema non s* ahai^ 
né s' abbassa. 

Dim. Siano i pesi S y S' , S'^ ec. e sianp 
^ , s' j s" ec. is verticali condotte dal centro di 
gi^vità di ciascun peso » e terminate ad un jNuio 
orizzontale qualunque. Sia Z V altezza del centro 
di gravità del sistema sopra questo piano; e sarà (48) 

Ora s imprima al sistema un moto minimo 
per cui le verticali j, y, ^' ea divengano j + </.fy* 
gf ^d/ , s'' -i-ds" ec. e Z diventi Z-i-dZ^ 
Sarà 

dZ=, ^» ^^ . ^>/ 
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^' 4- ^^ 4- 6' 
Ma per ipotesi il sistema è in equilibrio ; dun- 
que (795) Sds'hS'ds' + Sf'ds"....:rzo: dun- 
que dZ =: o > e r altezza Z è costante* 

8o4* Corali. L E viceversa se un sistema di pesi' 
sarà talmente disposto che per un moto minimo 
qualunque il suo centro di gravità non s' alzi uè 
s' abbassi , quel sistema sarà in equilibrio. 
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Fu questo Teorema proposto da Torricelli , che 
«ne dedusse la 1^^ dell^ equilibrio di due pesi nd 
piano inclinato ; e 6Ì può egualmente rìtrame la 
•kgige^deir equilibrio in tutte le altre inaccdiine nldle 
^uali più- pesi si equilibrano fra loro. 

8o5. CorolL lì. Essendo dZ^^o ^ sarà gene* 
ràimente parlando Z un massimo , o un minimo. 
Pai' che si deduce che in un sistema equilibrato^ 
pedi 9 r altezza del centro di gravità sopra T orìfr* 
^nte è la massima o la minima di quelle che 
avi^ebbon luogo se il sistema perdesse la situazioQ 
d' equilibrio , da qualunque parte esso piegasse. 

Se quell' altezza è un minimo , il centro di 
gravità occupa il sito piti basso ; e turixito il st- 
ilema in qualunque modo , il centro di gravità 
viene ad aliarsi. Cessando la cagione perturiMtrìoe , 
questo centro tornerà a discendere , e ^però^il si« 
stema si ricomporrà nella situaziopé^ d'equilibrio. 
Così avviene in una bilancia , ne^a quale il centro 
di gravità cada al di sotto ddl ceàtro del moto. 

Se poi quell' altezza è un massimo , il centro 
di gravità sta nel sito più alto , e da qualunque 
parte orolli il sistema , esso centro viene ad ab- 
bassarsi. Gessando la cagione . perturbatrice , il oen« 
tro discenderà tuttavia 9 ed il sistemn si allontanerà 
sempre più dalla situazione d'equilibrio. G)sì tr»* 
bocca una bilancia nella quale il centro di gravità 
sia posto al di sopra dd centro del moto. 

806. Proposizione HI. Sia un sistema di punti sol-« 
lecitati per le rette j, /, /' ec. dalle foKEe S^ S'^ S"ec, 
tali che la funzione Sds 4- S* ds' -4- S*' ds" ec. 
sia una differenziale esatta =;=«I^, Se il sistenui 
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è in equilihrìo» sarà la fiuudone f un maasiino o 
un minimo; e vioeverm* 

Ancor questo Teorema proposto da ftlaupertois 
è nna eons^^oentti inunediata del principio delle 
vdodtà virtuali. Poiché se v' ha eqpulibrìo , dovrà 
essere (796) d^zz.o , onde p nn massimo o un 
minimo ; e viceversa. 

Che ansi la propositione inversa è sempre e 
generalmente voai* la diretta è soggetta a qualche 
ecceuone , potendo darsi (»so che sia </ f = o , ^ 
tuttavia la fìumone ^ n<m sia né massima né 
minima. ' n 

807. ScoUo^^Xj^ forze agenti nella natura sono 
sempre tali chela funàoDeA9^^ + i$^ ds* ^S'^ ds^^eCé 
è una ditfereDuale esatta ^ ed ha luogo il Teorema 
precedente. Poiché queste forse o sono costanti ^ ed 
indipendenti dalla situazione de' panti ai quali si 
qiplicano y o sono attrazioni dirette ad un centro , 
e funzioni delle distanze che separano il punto sul 
quale agisce ^la tona, da questo centro > cosicdbé 
pnendendo queste distanze medesime per le rette 
s y i'y s" ec. saranno le forze S , S* , S*^ ec. o co- 
stanti , o funzioni di s , ^ y ^ ec riqwttivamen- 
te. In entrambi i casi é manifesto die la formola 
Sds^^Sf d^ '{'Sf' dJ' ec. riesce una difibrenziale 
eiidtass€<f . 
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GAP. III. 

Come dal principio delle Velocità virtuali 
si deducano le condizioni e le equazioni 

delt equilibrio, 

808. r A88IAMO ora a dlcbicirape, seguendo sempre 
la scorta <le! eh» sig. la Grange, ¥ uào dèi pi^ìncipo 
delle velocità Tirttialì nella risoluzione de' Pit>bleEm 
Statici* Nel che prima di scendere a" ca^i particolari 
fia bene segnare generalmente le ti*acoe da seguirsi. 
Sia dunque un sistema 'de' punti A , B 9 C te. 
sollecitati dalle forze S ^ S' ^ S'' ec. Riferito questo 
sistema a tre assi oi*togonali , siano or , y , z ; 
x' ^ y y zf ; a^' , y 5 2" ec. le coordinate de* punti 
A 9 B , C ec. Ciascuna forza come S si risolva 
ndle tre P y^ , R dirette secondo le x , jr^ z; 
e cosi la forza S' nelle tre P' , Q^ , ff ec Egaan 
glande a zeix) la somma de* momenti (79^ «vrano 
per V equazione generale dell' equilibrio 
^(A) ovsLPdx + Pdaf -\^P"dx''.... 

-f- Qdy^Q^dy 4- Q"dy'i... 

+ Rdz-\^R'd:^ ^Wdz" .... 
8og. Se tutti i pimti A ^ B, C ec. del sistema 
fossero liberi , e fra loro sconnessi y conecliè ogni 
punto potesse cangiar luogo indipendentemente dagli 
altri ^ le variazioni delle coordinate dx y dy > dz , 
dxf ec. sarebbero tutte ai*bitrarie ed indipendenti 
fra loro , e dovrebbe l' equazione (A) verificar- 
si qualunque valore si attribuisse a codeste va- 
riaziotii. Quindi bÌ5oguereb])e pori-e eguali a zero 
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i loro coefficienti y e si avrebbero le equazioni 
P = o, ^ = 0, Rz^o , P'=:oec. tré volte 
tante quanti sono i punti componenti il sistema. 

8 IO. Ma se quei punti sono ritenuti o da osta- 
coli estemi , o da spranghe che li congiungano fra 
loro , o in tutt' altm guisa , per modo clie deter- 
minato ad arbitrio il moto d'alcuni di quei punti, 
gli altin siano obbligati a seguirli scorrendo per 
date linee ; le variazioni^ dx , dy , dz ^ dxf ec. 
non sono più allora arbitrarie , ma dipendono dalla 
costituzione e dalle condizioni particolari del siste- 
ma. Conviene allora esprimere queste condizioni con 
equazioni atte ad esprimere i rapporti che debbon 
passai^e ti*a le variazioni delle coordinate. Per mezzo 
i\ì queste equazioni si elimi nei^nno dall'equazione (A) 
altrettante di queste variazioni dx , dy ec. Quelle 
che restano , sai^anno adesso arbitrarie e indipen- 
denti fi'a loro. Si pongano eguali 'a zero i loro 
coefficienti ; e si avranno le equazioni che rappi'e- 
sentano Y equilibrio del particolare sistema proposto. 

8ii. A queste equazioni si può pervenire anclic 
col oietodo seguente. U equilibrio del sistema deve 
sussistere anche se s'intendano tolti via gli ostacoli 
che fermano i punti del sistema, le spranghe che 
li legano , ec. purché a' quei punti s' intendano ap- 
plicate delle forze eguali e contraile alle azioni che 
il sistema esercitava contilo quegli ostacoli. S' in- 
tendano adunque ai punti A, B ^ C ec. oltre le foi^ze 
Sy iS* , S'' ec. applicate le forze — p» — q, — r ec. 
esprimenti le reazioni degli ostacoli che trattengono 
il sistema , e nell' equazione (À) sì compi*endano 
anche i mouienli di queste foi'ze. Sarà allora come 
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se tutti i punti del sistema fossero liberi ; tutte le 
variazioni dx ^ dy ^ d:^ ec tornano arbitrarie, e 
posti eguali a zero i loro coefficienti , forniranno 
altrettante equazioni. Da queste poi dovranno eli- 
minarsi le quantità p ^ q , r ec, e le equazioni che 
rimangono saranno desse che esprimono l' equilibrio 
del propósto sistema. 

Questo secondo metodo ba un vantaggio sopra 
dd primo , poicbè oltre le condizioni dell' equilibrio 
ne dà a conoscere i valori di^, q , ree. osia 
delle azioni cbe il sistema esercita contro gli osta- 
coli; come sono le pressioni de* fulcri y le tensioni 
delle sprangbe o delle funi ec 

812. Di questi due metodi si potrà sc^^ere 'nei 
particolai'i Problemi quello cbe porga maggiore fa- 
cilità. E gioverà molto l' industria nell' esprìmere 
le condizioni del sistema colle equazioni più aocon- 
eie a potersi combinare coli' equazione {^) ed age- 
volai-e r eliminazione delle indeterminate. Il die 
meglio apparirà negli esempj. 
• 81 3. Proposizione I. Determinare le condizioni 
d' equilibrio d' un punto libero. 

L' equazione (A) diventa in questo casa 
Pdx+Q dy •■{- Rdzzizo . Onde avremo (809) 
P = o, ^ = , jR = o. Si confronti F art gS. 
814. Proposizione IL Determinare le condinoni 
d' equilibrio d' un punto appoggiato ad una super- 
ficie resistente. 

Sia r equazione di questa superficie /^j:+ 
mdy ^ ndz:=^o . Con essa elimineremo (810) 
dall' equazione Pdx -+• Qdy -\-Rdz = o T inde- 
terminata dx 9 onde resterà 

(Pm—Ql) dy^{Pn~ Rl)dz=:o 
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dona csm Pm—Ql=o, Pm—Ri=La, 
PzQlRzziZmim, SL cam&amJà V 

moto progresii¥0 , o per wmatn luta l uiìo stiano 
alcuBO de tre assi mingi ■al i , o per moto com 
posto d* alcim di qoestL Or wppnfito m moto prò» 
gresÌTO €]DaJii]iqae , Jinem o dx-^zdx'^djc^^ cr. 
dx=dy=:dy' ce dz=zd:/=d^' ce PMi 
questi Yaloii ndl' ecpiazkiiie (y<) e iervendoci àA 
àmbolo Z per denotare compendiosi mente la tomma 
ddle quantità omologhe attbnenti a'difrcrà ponti àA 
sistema, onde sia per esen^pio ^.P^z^P + P'-^P" ec 
qaell' equazione diventa 

o=,dx^ .P-hdyX . Q-hdz'Z . R 
onde abbiamo qoeste tre oondiaoiii d* eqnilifario 
2 . P=o ; 2 . ^ = o ; X . R=,o. 

Snppofta nna rotuìooe miniity d ^ attorno OZ 
(Fig. yS) a«e ddle z , avremo in primo luogo 



dz'z^dJ ^z, dJ' ec . . . . ss o 



Poscia i triangoU amili OPQ , Qrq danno 

O Q . Q q \l P Q \ qr .\ OP \ Qr \ o oa 
\ l d^ \l y : dx :: X : — dy; onde 
dx =jr d^; djr i=z — x df 
e similmente 

dx" =y dp ; dy =—jtf dp 

dxf' =/' d^ ; dy =—xf'd^ ce. 

G>n questo 1' equazione (A) dà immediatamente 
o = S.P^ — r.^x; o sia 2;.P^ = X.^x. 

In simil guisa supposta una rotazione infinite- 
sima attorno O F, si avrà la quinta condizione 
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2.Pz=S./?a:5 e supposta la i-otazione attorno 
OX i si avrà la sesta t , Qz:=.X , Ry, 

8i6. Scolio L Questa è la via più breve per de- 
durre dal principio delle velocità virtuali le condi- 
zioni d'equilibrio d' un sistema rìgido. Potremmo 
giungervi anche per altra strada tenendo sempre 
la traccia dell' art. 8 io, ma esprimendo in diversa 
guisa la condizione dell'invariabilità del sistema. 
Siano f,g,hec,le rette ^ B y A C ^ B C ec, óìc 
uniscono i punti A y B , C ec. del sistema ; e sar^ 

/ = j/(^ (a' - X)' + (/ -yr -h{7f ~ z)' ) 

* = y"(^ (a:"- xT H- (/'-/}* -H (^'-z')' ) 

Ora pei* la forma invariabile del sistema queste di- 
stanze f, g y h ec, debbono rìmanersi invariate , 
comunque il sistema si muova. Quindi le oqua/io- 
ni d/ = o , dg = o , dhz^^o ec. mercè le qnali 
potremo eliminare dall' equazione (A) altrettante fra 
]e- indeterminate dx y dy y dz y dx' ec. Ed egua- 
gliando a zero i coefficienti di quelle cbe vi ri- 
mangono , ci risultei*anno le stesse sei equazioni di 
prima. 

Si'j, Scolio IL E può vedersi anche 'senza com- 
piere il calcolo, che per quanti siano i punti com- 
ponenti il sistema y le equazioni finali saranno sem- 
pre sei , né più ^ né meno Già se quei punti sono 
tre , 1' equazione (A) portei'à nove indeterminate , 
fra le quali eliminandone tre colle tre equazioni 
dfz^Oy dg = o , dh = o rimarranno sei inde- 
terminate arbitrarie, ed altrettante equazioni. 
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Qie se i punti sono pih di tre , per oo^ni 
punto che $' aggiunge s'accrescono nell'equazione (A) 
tre nuove indeterminate ; ma s'-accrescon ancbe tre 
nuove equaidoni colle quali eliminarle. Infatti il sito 
del uuovo punto è determinalo dalle sue distanze dai 
tre primi. Siano queste distanze f ì g\ hf ^ eà avremo 
le tre nuove equazioni dJ^xi^Oy dg'nzOy d^' = o. 
Quindi al termine delle eliminazioni rìmarranTio^ 
sempre nell'equazione (A) sei indeterminate ar- 
bitrarie rome prima. 

8i8. Scolio III. Finalmente si potrebbe ancbe 
tcncix! il metodo dell* art. 8i i esprimendo con 
p y (j , r ec. le tensioni delle rette y, g ^ h ec. 
ed aggiungendo all' equcu^ione { A ) i termini 
• — pdf — c/dg — rdh ec. Allora riguardando tutte 
le indeterminate sicccnne arbitrarie , si eguagliare a 
zero il coefficiente di ciascuna ; ed eliminate le 
quantità p ^ q y r ec. si arriverà alle stesse equa- 
zioni ultime , con di più il vantaggio di poter de^ 
terminare le tensioni medesime p y q , r ec, 

819. Proposizione IV. Determinare le condizioni 
di equilibrio del Poligono funicolare ^ supponendo 
che a tutti i termini dei lati siano applicate delie- 
forze qualunque. 

Decomposte queste forze pai^aUeìamente ai tre 
assi , avremo (808) 1' equazione {A). Qui le inde* 
terminate dxy dy y dz y djf ec, saranno tre volte 
tante quanti M>no i teimini de' lati del poligono. 
Onde se il numero de' termini è m, sarà il numero 
deUe* indeterminate 3 m. 

Ora siano i lati del poligono fy g, k ec. Poi- 
ché (juesti lati non possono allungarsi y avremo le 
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equazioni di condizione <//*= o> dg:=:^Oy dh::^o ec. 
tante ^ quanti sono 1 lati del poligono, vale a dire 
m — I . Per via di queste elimineremo nell' equa« 
sione (A) altrettante indeterminate; ve ne rimar- 
ranno a m -h I arbitrarie. Eguagleremo a zero i 
loro coefficienti; e saranno queste le equazioni o 
condizioni d' equilibno del proposto poligono. 

820. Coro IL L Oppure chiamando /?,</, r ec. le 
tensioni delle funi y*^ g, h ec. si formerà l'equazione 
{/à} — pd/ — qdg — rdh z= o 

e procedendo col metodo indicato all' art. 818 si 
arriverà alle stesse equazioni. 

821. CorolL II. E qui giova avvertire che po- 
tremo sempre determinare la situazione di tutti i 
termini dei lati , ed in conseguenza di tutto il po- 
ligono ; poiché se alle equazioni che esprimono le 
condizioni dell' equilibrio in numero di 2m-hi 
aggiungiamo le equazioni di condizione dj'^zo ec 
in numero di m — i , abbiamo fra le coordinate 
dei vertici del poligono 5 m equazioni ; tante ap» 
punto quante bastano per determinar ti\tte le coor- 
dinate. 

822. CorolL IIL Se il poligono è ehiuso, il nu- 
mero de' termini sarà uguale al numero dei lati ; 
onde le variazioni arbitrarie , e per conseguenza le 
equazioni dell'equilibrio saranno solamente am. 

823. CorolL IV, Se i termini estremi del poli* 
gono sono fissi > vi saranno nell' equazione (A) té. 
indeterminate di meno , perchè mancheranno le fÀ 
variazioni appartenenti ai due termini fissi ; onde 
le equazioni dell' equilibrio • resteranno solamente 
2/1» — 5. 
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Che se i capi del poligono non fossero fissi , 
ma solaiponte obbligati a scorrere sopra date super-' 
fide , le equazioni di queste supei^cie serviranno 
ad eliminare nell'equazione (À) due indeterminate; 
cosicché il numero delle equazioni finali si ristrin-* 
gcrà a am ~ i. 

824' Caroli, V, Ma ordinariamente tornerà più co^ 
modo cercar prima le condizioni d'equilibrio del po- 
ligono riguardando i capi del medesimo siccome fissi; 
e determinare le tensioni delle funi estreme. Allora se 
i capi del poligono non sono fissi , bisognerà di 'più 
che queste tensioni facciano equilibrio a quelle . (or- 
se o resistenze che sono ad essi capi applicate. 

825. Coroll. yi. Se alcuno de' nodi ai quali sono 
applicate le fòrze fosse scorrevole , quello per esem- 
pio che unisce i lati fyg^ allora non è più neces- 
sario che f e g siano costanti , ma basterà che lo 
sìa la loro somma y+g. Quindi in vece delle due 
equazioni d[/*=z: o , dgz^o abbiamo l'equazione 
unica df^ dgziz o. Abbitmio dunque un* indeter- 
minata di meno da eliminare ; e però avremo una 
condizione di più per 1' equilibrio. 

8!à6. Scolio. Ne' sistemi che sino ad ora abbiam 
contemplati , erano le forze applicate a punti sepa- 
rati r uno dall' altro. Or volendo sottoporre allo 
stesso metodo un sistema continuo , converrà distin- 
guere quelle variazioni delle coordinate che nascono 
quando da un punto del sistema passiamo ad un 
altro 9 da quelle che nascono quando quel primo 
ponto si muta di luogo mercè cpiel moto minimo 
del sistema da cui misuriamo le velocità virtuali 
delle forze e i loro m(»nenti. Le prime variazioni 
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denotei'emo coi soliti, «egni dx y dy y Jz ; k se- 
conde coi segni Sx^ Sy^ cTz. Siano x, y^ z le 
coordinate d' un punto M. Quelle dd punto pros* 
simo saranno x + dx y y -^ dy y z + dz ; queDe 
poi dello stesso punto M trasportato altrove pd 
moto minimo del sistema saranno x *f- /x y y '{- iyy 
2 -4- cT?. E tó il punto M è sollecitato dalle foi-ze 
P y Q y R secondo le cooi*dinate x y y y z, saranno 
i momenti di queste forze Pix'y Qiy y Riz. 

Pel principio delle velocità virtuali 4levesi rac* 
cògliere ed eguagliare a zero la somma' de' momenti 
di tutte le forze che sollecitano il sistema ; e questa 
sarà r equazion generale dell' equilibrio. Ora io dico 
che se i punti estremi dd. sistema sono fissi y questa 
equazione potrà sempre ridursi alla forma seguente 

JiLix-^-MSy ^NÌz)z=:lo 
dove il segno J denota 1* integndu o la sonmia de' 
momenti Lix y M^y ec, estesa per tutte V anw 
piezza del sistema proposto. 

Imperocché quand'anche sotto il seguo T s'incon- 
trassero de' termini della forma Aidx , Aiddx ec 
questi si poliranno sempre trasformare come segue. 
In primo luogo poiché le variazioni espresse dai 
segni d y i sono affatto indipendenti tra loro , si 
possono questi segni permutare a piacere, onde in 
vece di Aidxy Aiddx ec. si potrà scrivere 
Adixy AddSx ec. Poscia integrando per parti 
abbiamo 

J AdSx z=,Aix — J dA.. ix 
e stendendo l' integrale a tutta V ampiezza del si- 
stema 

fAdSxzsiA''ix!' ^A'ij^ —JdA .ix 



ore A' «fa' è il valore che acquista. ^ cTo: nel pri- 
mo punto del sistema , ed jf^ ix'^ quello che acqui- 
sta neir ultimo punto del sistema stesso. Ma questi 
punti sono fissi per ipotesi; dunque cTjc/zr cToc^'^o; 
onde J Adix-z=. — J dA . ix 

£ nello stesso modo si troverà - 

J AddSxizzJ ddA . ix 
Con queste trasformazioni noi potremo sempre cou- 
durre l'equazione dell' e(|uilihrio alla divisata forma. 
Ciò posto, se gli eleuienti del sistèma fossero 
dd tutto sciolti e sconnessi , le variazioni Jx^ iy ^ iz 
sarebbono arbitrarie ed indipendenti fra loro ; e 
r (Hjuazioiie dell' equilibrio trarrebbe con se (809) 
queste ti^ L=lo, M z=: o , iV = o. Ma se v' ha 
legame tra le parti del sistema per cui quelle va* 
nazioni dipendano 1' una dall' altra , converrà chia- 

■ , ^ • 

mare in sussidio (810) l' equazioni che esppmono 
questa relazione , onde eliminar di queste variazioni 
quante più si può, indi cguagliai'e a zero i coeffi- 
cienti di quelle che restano. Oppure converrà (811) 
contare tra le foi'ze applicale agli elementi del si- 
stema anco le reazioni degli ostacoli che li tratten-. 
gODo j che così le variazioni ^x , ìjr , Sz tornano 
tutte indipendenti fra loro , e si procede come* nel 
primo caso. 

Clie se i punti estremi del sistema non sono 
fissi , converrebbe avere riguardo anche ai termini 
^'t^x' ec. Ma ordinariamente tornerà più comodo 
ricercare a parte le condizioni d' equilibrio di que- 
sti punti, a quel modo che fu indicato nell'art. 824. 
Sa-j. Proposizione V, Trovare la curva d' equili* 
brio d' un filo iles.sibile sollecitato in tutti i suoi 
dementi da date forile. 
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Suppongo che le forze che tirano gli elementi 
del filo agiscano, tutte nello stesso piano, onde tutta 
sarà distesa in quel piano la cunra del filo. Siano 
P ds, Q ds le forze che sollecitano il latercolo d s 
secondo le x , ^ ; e sia T* la pensione di quel la- 
tercolo. Biguaixlando la curva come un poligona 
funicolare d' infiniti lati^ ds rappresenterà uno qua- 
lunque, Qome / , de' lati del poligono; e V equazion 
del poligono (820) diventerà per la curva 

J(PdsJx-hQdsSy — TJds) = o 

Ora per ridurre quest' equazione alla forma 
proposta nell' art 826 , osservo essere 

fdsz=zS\/(dx''^dy)::^^ìdx -^^Ur 
^ ^ ' ds ds 

Abbiamo poi (826) 

Con queste sostituzioni 1' equazione diventa 

Quindi eguagliando a zero i coefficienti delle varia- 
zioni Jx y iy si hanno le equazioni 

r.j . j Tdx ^ - , Tdy 

Pds 4-rf.--j— =0 i nds-i^d.—^^zo 

ds 7 X ^ ^, 

ed eliminando T 

dyjPds — dxjQdszr^o 
equazione cercata. Si confronti 1' art. i65. 



k 
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GAP. IV. 

Principio delle s^elocieà virtuali 
. applicato ai corpi in moto, 

828. Jnseoitò già il sig. d' Alembert (299) per 
qiial via possano dedursi le leggi del moto d' uh 
sistema da quelle dell* equilibrio. Avendo noi per- 
tanto dal principio delle velocità virtuali conse- 
guita (808) un' equazion generale (A) atta a rap- 
presentare r equilibrio d* un sistema da date forze 
animato, potremo ora similmente ricavarne un'altra 
atta a determinare il moto che dallf azione di quelle 
lbi*ze sarà impresso al sistema. 

829. Siano i pimti A 9 B y C ec. tra se collegati 
in qualsivoglia modo , e sollecitati da date forze. 
Siano P j Q j R le forze acoderatriioì «he solleci- 
tano il punto A secondo le sue coordinate x yjr y z; 
e scorso il tempo / movasi quel punto colla vdocità 
r , la quale si risolva nelle tré velocità a , i* , iv 
secondo x ^y , z rispettivamente. Neil' istante susse^ 
guente esso avrà le velocità u + duy vd+v^w+dw. 
Ma per 1' azione libera delle poteiize accelera- 
trìci dovrebbe aver concepite l,:^o6 ) le velocità 
u-{^ P d t,v ^ Q d tyW -h Rd t * Dunque riman- 
gono spente pel contrasto tra le parti del sistema 
le velocità P d t — d u, Q d t — dvy Rdt — dwé 
Parimente se distinguiamo con uù accento le 
((uantità omologhe appartenenti al punto B , 
ti-overemo che esso perde le velocità P' de — d u' , 
qfdt — dv', R'dt—dA\/y e così degli altri. Ora 

Tom, L j5 
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le forze corrispondenti a queste velocità perdu 
deggiono (299) equilibrarsi fra loro. Dunque se 1 
supporrò i punti A , B ^ C ec. animati soltanto d 
queste forze P dt — du ec. ed immaginerò che 
sistema prenda lUn moto minimo conciliabile coU 
condizioni pai*ticolari di esso sistema, pel qual mot 
le coordinate x y y ^ z del punto A ricevano 1^ 
variazioni Sx , Jy , «Tz , e le coordinate ^ , ^ , 2^ 
dd punto B ricevano le variazioni Saf , Jy' , Jsf ec— » 
avrò pel principio delle velocità virtuali questa equa— — 
sioné 

(B) oz=:(Pdt — du) Sx-hiP* dt — du')ix' 

^{Qdt — d^^)Sy + {Q'dli — di/)jy 

H- {Rdt~dw)Sz ^ (B!d t — dW)S:^ 

850. Dividendo per Y elemento del taóapo dt ^ 
che riguai'deremo come costante , ed avvertendo e 

. .- dx dy dz „ 

sera (ao6) « = -^> "=-57' ^=77' ' ^^- 

none (E) può anche rappresentarsi sotto questa 
forma 

85 1. Ora se i punti del sistema fossero sciolti 
d'ogni vincolo, le variazioni «To: ; Sy ^ Sz , i j/ ec. 
sarebbono tutte arbitrarie ; si dovrebbero adunque 
eguagliare a zero i loro coefficienti , ed avremmo 
per determinare il moto del punto A le tre equazio- 
ni Pdtz=:du, Qdi=±dv y Rdez=Ldw ; ovvero 
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• ' dd'X:. ^ ddy ■ ddz , . , 

^=-dF' ^= rf^' ^--dF' ^ ^^ "'''"' -^"^ 

.punto fi le tre equazioni P'dtzziduf, Q'di^:^dV, 
B!dt:=:dw' ec. 

-^ ' Ma stante il vincolo che l^a i punti del si- 
stema « converrà ser\ irsi delle equazioni di' condi- 
zione onde eliminare dall' equazione (B) quante piii 
si potrà delle indeterminate Jx, iy ec. Oppure 
conven^ contare tra le forze applicate al sistema 
anche le reazioni degli ostacoli. In somma dovrà 
•trattarsi 1' equazione (B) come insegnammo doversi 
fai'e dell'equazione (A) agli articoli 809. 810. Sii. 
852. Se il punto A fosse il centro di gravità 
d' una massa ni , animata in tutti i suoi elementi 
dalle potenze acceleratrici P, Qy R, le for^e agenti 
sul punto A sarebbero mP , mQ , m R; eie fon» 
estinte sarebbero m (Pdt — du) y m (Q dt^—dv.) ^ 
tn (Rdt — dw). E se parimente ne' punti fi, C ce. 
siano le masse /w', /n" ec si .vede che. per adat- 
tare r equazione (B) a questo sistema* di masse con- . 
viene in luogo di ixy iy^ i% mettere mSxy rnSy^ 
mizy ed in luogo di ef.r', efj^, Sz' mettere m'S afy 
tii'iy y m'Sj ec. 

GAP. V. 

Teoremi dinamici per lo stesso principio 

dimostrati, 

853. ITkotosizione I, n centro di gravità d'un 
sisjtema libero così si muove, come se tutta la 
Qiassa del sistema vi fosse riunita , e tutte le forzd 
vi fossero immediatamente applicate. 
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Sia formato il sistema delle masse m, irt ^ mf' ec. 
sollecitate dalle forze acceleratrici P, Q, R; P^jQ^fHfec. 
Intendo per centro di gravità del sistema il centro 
di gravità delle masse m^ wl , ivi* ec. considerate 
come se fossero altrettanti pesi; e dico die se il si- 
stema è libero , vale a dire senza ritegno di punti 
fissi 9 o altri ostacoli estemi , questo centro di gra- 
vità cosi si muove come £aurebbe una sola massa S . m 
eguale alla massa dell' intero sistema» ch^ io chiamerò 
M y sollecitata dalle forze ^ .m Py ^,m Q, Z ,m R. 

Dim. Valendo Y equazione (B) per ogni moto 
minimo conciliabile colle condizioni del sistema , 
varrà anche per un moto progressivo ; giacché se 
il sistema è libero , può senza dubbio concepire un 
tal moto. Or supposto un moto progressivo qualun- 
que sarà J xzizJ a/^i^Jjcf* ec. Sjr^ Jy=z/y ec, 
i z — J t! z=.S J' ec. Ponendo nell* equazione {£) 
questi valori, indi eguagliando a zero i coefficienti 
ddle variazioni residue J x , i y , i z avremo 
_, _ ^ mddx ^ ^ _ mddy _ ^ mddz 
dt:" ^ de y dC 

Or siano X y Y , Z le coordinate del centro 
di gravità ; sarà 

S . m xz=iM X; S . my zzz M Y; J^ , m z=z M Z 
onde 
mddx MddX mddy MddY mddz Mddz 

^''ITF—^dT'''' ~dF'~''i:F'''^''dF~'l^ 

Dunque 

X.mP _ddX S .mQ _ddY 2 . m R _ ddZ 
W~~de'' M ~~df'' />/ ~ de 
Ma queste equazioni sono appunto (85 1) quelle che 
determinano il moto d*uu punto sollecitato dalle 
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- ..^1 . . . ^-mP X,mQ T.mR 

forze acceierati*ici — ^^ — » — -sr-^ , — =7 — ; 

M M ' M 

cnrvero , il cbe torna allo stesso 9 d' una massa M 
sollecitata dalle forze T> . m P ^ X , m Q , ^ . m R . 
Dunque ec. 

854- Coroll, L Se non vi sono forase acceleratrì- 
d , ed il sistema si muove solo per velocità pi'e* 
concepite , o per impulsi momentanei comunicati 
alle diverse masse m, m', m'' ec. il centi'o di gra- 
vità cammina equabilmente in linea retta. 

855. CorolL IL Lo stesso avviene se le foi'zeac- 
eeleratrici consistono in attrazioni scambievoli d' una 
massa verso dell' altra, o d'un punto verso dell'altro. 

Poicbè siccome l' attrazione del punto A so- 
pra B è uguale e contraria a quella del punto B 
sopra y^ , ed è così di tutti gli altri punti ^ è pa* 
lese cbe trasportate tutte queste for^e nel centro di 
gravità 9 la risultante, sarà nulla. Adunque per esse 
il centro di gravità non concepirà verun moto; 
né potrà muoversi se non per le velocità preconce- 
pite , o per gì' impulsi momentanei comunicati al 
nstema; e questo moto è necessariamente (834) uni- 
forme e rettilineo. 

856. CorolL III. Di qui si raccoglie cbe Fazione 
scambievole fra le parti d' uh sistema libero non 
apporta verun cambiamento al moto del suo centro 
di gravità. Nel cbe consiste il principio conosciuto 
in meccanica sotto il nome di Conservazione del 
moto del. centro di gravità, 

85^. Movasi un punto per la curva BMS (Fig. n5) 
descrivendo neU' istante d t Y arcbetto M m . Se da 
un centro O conduco i raggi vettori O M, O m,ii 
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triangolo il^Om si dirà V Area elementare descritta 
nell' istante dt attorno il centro O . La somma di 
tutte le aree elementari costituisce V Area intera 
descrìtta nel tempo t. 

Sia ^ <7 la projezione dell' archetto M m , 
ed OQ , Oq\e projezioni de' raggi yettoriO 3f, Om 
sopra un piano qualunque XOY , Il triangolo QOq 
sarà la projezione dell'area elementare; e la somma 
di tutte queste projezioni costituisce la proiezione 
dell' area intera descritta nel tempo t dal punto M 
attorno il centro O. 

Ò59. Lemma L Riferita la curva BMS atre 
assi ortogonali OXj OY , OZ condotti pel cen- 
tro O , e projettata l'area elementare MOm sui 
tre piani XOY , XOZ, TOZ nascano le tre 
projezioni dA y dB , dC. Sarà 

:kdA z^ ydx '•-' xdjr 

idB = xdz i-~ zdx 

idC ^^ zdy — y dz 
Dim. Si dimostrò all' art. ii5 che se uU linea 
decomposta al modo d'una forza secondo le or, ^, z 
dà le tre componenti P _, Q ^ R ^ ed il triangolo 
formato dalle rette condotte dall' origine ai ter- 
mini di essa linea si projetta sui tre piani XOY, 
X OZ , Y O Z , nascono le tre projezioni 

\(Py-Qx)^ \(Rx-Pz), l(Qz-Ry) 

Applicando questo Teorema alla nostra linea Mm^ 
la quale decomposta secondo x y y yZ dà dx, dy, dzy 
e però in luogo di P , ^ , iJ , ponendo rispettiva- 
mente dxy dy, dzy provengono tosto le esptef- 
flioni annunciate. 
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839. Lemma IL In ogni sistema libero sollecitato 

da qualsivoglia* forze , hanno luogo quéste \xt equa^ 

• • ■ • . ■* 

aoni 

xddz — zddx , ^ «> % 

di' . r , ' 

Dim. Poiché il sistema h libero , potrà conce- 
pire moto rotatorio attorno un asse qualunque. Or 
supposta una rotazione minima d(p attorno Y asse 
delle z , sarà (8i5) 

Jx z=L^ J*^ , d^ :=: T— a: cT^ , /z = o 
Jx' ^r' cf , Sy =: — jc'cf ^ , Jz' =0 ec. 
Posti questi valori nelV equazione (B) » essa si ti*a- 
sforma nella prima delle tre equazioni annunciate. 
Similmente supposta una rotazione minima attorno 
r asse delle y , si avrà la seconda equazione ; e sup- 
posta la rotazione attorno Y asse delle x , si avrà 
la terza. 

840. Scolio, Quando il sistema è libero , queste 
tre equazioni vagliono sempre e generalmente , do- 
vunque si ponga r origine , e comunque si costi- 
tuiscano gli assi delle coordinate. 

Se v' è nel sistema un punto fisso vagliono 
tuttavia quelle ti^ equazioni , purché però 1' origine 
déUe coordinate si costituisca nel punto fìsso. 

Se vi sono due punti fissi , ovvero un asse 
immobile, allora prendendo quell' asse per asse v. g. 
ddle z 9 avrà luogo bensì la prima equazione , ma^ 
non già le altre due. 
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84 1* Proposizione IL Sia un sistema libero rìfe- 
rito a tre assi O X^ O 11 ^ O Z , e le iforze acce-i 
leratrici P ^ Q y R sieno tali che i loro momenti 
di rotazione attorno ciascuno di quei tre assi si an* 
nullino. L' area descritta nel tempo t da ciascuna 
massa m attorno Y origine O s* intenda projettata 
sul piano X O Y. Ia somma di queste projedoni 
moltiplicate ciascuna per la massa a cui aj^Mutiene, 
sarà proporzionale al tempo / . E sarà lo stesso delle 
profetioni fiitte sopra i {Mani X O Z r f O Z. 

Dim. Giacché per ipotesi la somma de' momenti 
dì rotazione delle forse P ^ Q ^ R attorno ciascuno 
de* tre assi è nulla, sarà (ii4) ^ • ^ (Py — Qx)zi: o , 
S ,»i(ilx — Ps)=:o, X.m(Qz — /?j^)=o. 
Altronde diiamando come sopra A y B y C ìe {Ktije- 
iMMiì ddk arce sui piani XOYyXOZ , ¥OZ, 
«hbiamo(8S8) 

yddx — xddx^d.{x dx — xdy)z=z iddA 
xd dz — ^d d x^d . (x dz — zdx)^::iddB 
z d dx — jrddzz^d . (zdy — y d «)= :kdd C 
Omx questo le tre equazioni ( 859 ) diventano 
^àmJJA _ :ÈmddB _ vnddC 

Intcjnrando col fare di costante « e così che Tio- 
tejrnde comìnci quando / =: o , abbiamo 
X» '^m J^=LCi'> ^ .tkm Bziztf t'y X.am C^=,é^t 
e»CMÌo r« 4Ì% 1"^' coefficienti costanti. Dunque ec. 

In questo Teorema consiste il principio cono- 
muto col nome di Conservczìone delle arte, 

H{l« Cc^r%>lL L La condizione dell' annullarsi i 
awm^enti di rotazione delle forse aocderatrici rispetto 
a tìitti tre gli assi può aTTcrarsi in più casL Fri* 
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mieramente quando non vi sono forze acceleratrici y 
ed il sistema si muove per impulsi momentanei , o 
per velocità preooncepite. Allora la condizione è 
adempiuta dovunque si ponga Y orìgine delle coor-f 
dinate , e qualunque ne siano gli assi. Pertanto in 
questo caso se consideriamo le aree descrìtte attorno 
un punto qualunque, e le projezioni loro sopra un 
[àano qualunque che passi per quel punto, la som- 
ma di queste projezioQi moltiplicate ciascuna per la 
massa corrispondente , dovrà essere proporzionale al 
tempo. 

845* Caroli, IL In secondo luogo, quando le 
forze acceleratrìci consistono in attrazioni scambie- 
voli tra un punto e Y altro : poìdiè queste forze a 
due a due sono eguali e contrarie , onde i loro mo- 
menti di rotazione sono nulli rispetto di qualunque 
asse. immaginabile. Anche in questo caso^ come nel 
precedente, il Teorema vale per le aree descritte 
attorno un punto qualunque , e projettate sopra qua- 
lunque piano che passi per quel pimto. 

844* CorolL IIL In terzo luogo, quando le forze 
acceleratiici sono tutte dirette ad un sol centro. 
Allora il momento di rotazione di ciascuna forza 
iarà nullo rispetto di ogni asse condotto per quel 
centro. Quindi in questo caso vale il Teoi^ema sol-* 
tanto per le aree descritte attorno al centro delle 
forze , e projettate sopra un piano che passi per il 
soddetto centro. 

845. CorolL IV. Se un corpo è sollecitato da 
^uia forza acceleratrii:e diretta ad un centro, descri- 
verà intomo ad esso delle aree proporzionali ai 
tempi; e viceversa. 
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Sìa O il centro della forza , ed X O f un 
piano condotto per O e per la direzione della ve- 
locità da principio impressa al medile. È finnle il 
vedere che la trajettoria giacerà tutta sul piano 
X O Y, Quindi V area descritta dal corpo si con- 
fionde colla sua projezione A. Ora abbiamo (844) 
^m A'^^iC ti dunque ec. 

E viceversa se umA^^ct, sarà ancora 

— j-j — = o . Dunque (841 ) sarà nullo il mo- 
mento di rotazione della forza rispetto dell'asse OZ . 
Dunque la sua ulirezione taglia:^ Y asse O Z ; e 
poiché giace nel piano X O Y y passerà necessaria- 
mente pd punto O. 

846. Proposizione III. Sia il sistema da tali foi> 
ae animato y che Pdx + Qdy -{^ Rdz sia 
una differenziale esatta ^ d (p y e similmente 
Pdxf + Q'dy -h IfdT/ = d4>' ec. Sarà 

2J . n» ^* =: cost -I- a S . m (p 
Dim. Valendo l' equazione {B) per ogni moto 
minimo che possa cadere nel sistema proposto , va- 
lerà senza dubbio anche per quel moto minimo cbe 
il sistema realmente concepisce nell' istante d e , Vo^ 
tremo adunque nell' equazione (B) fare Sxzzzdx^ 
iy:=zdy y Sz=zdzy Jx' :^djif ec. Con queste 
sostituzioni essa diventa 

2 . m (udu + vdy + wdw):zz^ . mdf 
ed integrando 

X .iw»(M*-|-i''-l-w')=2;.-m;^*=;r.m^4-cost. 
a ^ 'a 

onde ec. 

847. Coroll. L Se non vi sono forze acoderatrìd 
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la somma delle forze vive (4oa) de' corpi del sìste^ 
ma, o sia la forza cfiva totale del sistema 9 è co- 
stante. Nel che consiste il principio così detto della 
Conifervazione delle forze vive. ; ' 

848. CorolL IL Ma qucmdo vi sono forze acce- 
leratrici, la foi*za viva si muta nd passare il siste- 
ma da una. situazione ad un'altra; e cresce o cala^ 
secondo che cresce o cala S ..i7i<p . • 

SÌA nel principiò nel moto* 7^= U.\y e (fzzzp • 
Sarà dunque allorché /=o, S . m{7'i=.cost.-H2S.ml}L 
Ma scortoli tempo t ahhiamò X . mf^=: cósi.-H-aS • mf. 
Adunque sarà il guadagno della forza viva 

849- CorolL III. Il valore di (p non dipende se non 
che dalle forze acceleratrici P , Q ^ Re dalle coor- 
dinate X y y , z ÒKi punti a cui sono applicate. Dal 
che si raccoglie, i.^ Che se dopo un tempo t ì 
punti A ^ B 9 C ec. del sistema saranno tornati 
dov' erano . da prima, anche la forza viva .del si- 
stema sarà tornata qual era prima, qualunque siano 
itate le curve descrìtte dai suddetti punti, a.*^ Che 
se quei punti sono passati alti*ove , come in a, 6, e ec. , 
la foi*za viva avrà hensì sofferto cangiamento; ma 
questo cangiamento sarà lo stesso, qualunque siano 
ttate le curve Aa ^ B b , Ce ec. descrìtte da var| 
punti del sistema. 

85o. CorolL IV, Applicando queste dottrìne al 
movimento d' un sol corpo isolato , si vede che se 
^piesto non è spinto da forza acceleratrìce, il suo 
moto sarà uniforme, qualunque curva esso percorra. 
Poiché sarà ^ = o , e quindi mV^. eà. anche V 
loranno costanti. 
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85i. CorolL F, Msl se viene stimolato da forze 
accderatrici , e partendo dal punto A con una 
data velocità U sia pervenuto nel punto a , la ve> 
locità F che egli avrà in a sarà la medesima , 
qualunque sia stata la curva A a per cui v'è giunta 
Poiché (849) la mutazi(»ie della fona viva mF* — mll^f 
e per conseguenza andie la vdocità f> è aCEitto 
indipendente dalla curva A a , > 

85x Caroli. ^71 Sia un sistema di corpi gravi 
.che partendo dalla quiete si muova ^ cangiando co- 
munque di «sito. Ad ogni istante del moto la lòrza 
viva del sistema sarà la stessa che sardiibe se cia- 
scuno de' corpi fosse disceso liberamente per un' e- 
guale altezza verticale. 

Poiché se prendiamo le ordinate z verticali , 
sarà ^ = gr 2 , chiamando g la gravità. Adunque se 
nel principio del moto era z = Z , ed U:=:o , 
avremo (848) :& . mP^z=z2 g'^ .m z— .a gS . mZ . 
Ora fingiamo che ciascuna massa m scenda libera* 
mente per V altezza z — Z , essa avrà acquistata 
la velocità |/a^ (z — Z)^ onde la sua forza viva 
sarà 2 US g (z — Z) ^ e la forza viva del sistema 
sarà come sopra ng'Z.m z-^agS . m Z . Dunque ec 

855. CorolL FU, Nella stessa ipotesi , il centro 
di gravità del sistema sarà disceso di tanto , di 
quanto risalirebbe , se ciascun corpo risalisse verti- 
calmente colla velocità acquistata nel discendere. 
La discesa del centro di gravità esprìmesi pa- 

. X , mz "-^ "S , m Z ^ . . ^_. . 

lesemente per = . Ora se tutti 1 

*^ 2.1?* 

corpi del sistema risalissero verticalmente colla ve- 
locità F y ciaschedun d' essi salirete (217) per 
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X altezza verticale — , onde la salita del cantico di 

gravità sarebbe — '- . Ma abbiamo veduto (85a) 

essere X . /ti f^ := agS . mz — 2gX.mZ. Dun- 
que ec. 

Propose Eugenio questo Teorenia , e se ne 
valse nella ricerca del centro d' oscillazione ; ed 
appresso Daniele Bernulli da questo principio de- 
dusse le leggi delT Idrodinamica. 

854* CorolL Vili. Ritornando ad un sistema ani^ 
mato da qualsivoglia forze , suppongo clie nd suo 
movimento esso venga a passare per quella situa- 
zione in cui se da principio fosse stato collocato, 
sarebbe rimasto in equilibrio. Giunto il sistema a 
iquesta situazione 5 quivi la sua forza viva sarà un 
massimo o un minimo; e viceversa. 

Poiché nella situazion d'equilibrio la somma 
de' momenti delle forze (806) dev' essere eguale a 
tero , e per conseguenza X . /ti ^ sarà un massimo 
un minimo. Dunque ancora lo sarà X . m V^. 

Così nel pendolo oscillante la forza viva è 
massima , quando il centro di gravità passa sotto il 
fulcro ; minima quando passa al di sopra. DeVesi 
questo Teorema al signor Gourtivron. 

855. Scolio L Tutti questi Teoremi sul conser- 
varsi o alterarsi la forza viva d' un sistema che 
passa da una situazione ad un' alti*a si verificano 
nd supposto che durante questo passaggio non 
i^incontii verun ostacolo atto a cangiare subita- 
iliente d' una quantità finita le velocità de' corpi 
componenti il sistema. Poiché allora da un istante 
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all' altro le differenze delle coordinate x , y y z non 
sarebbono più infinitesime , ma finite. Né potre^nmo 
piU fare come prima (846) le variazioni ^x, 9y), Sz 
eguali a queste dififerenze: poiché il principio delle 
velocità virtuali , generalmente parlando , non ha 
luogo se non pei moti minimi , e per le vanazioni 
infinitesime delle coordinate. 

856. Scolio IL Egli è perciò che nell' urlo de' 
corpi duri si fa una perdita di forza "viva : poicbè 
le velocità cangiano subitamente nella percossa. Se 
la velocità di ciascuna massa &i decopipone in due^ 
V una che si conserva dopo Y iirto' , 1' altra che 
nell' urto si estingue ; quella parte di forza viva 
che corrisponde a quest' ultima vdocità viene a 
perdersi , conservandosi 1' altra. 

85^. Scolio III. Ma nella percossa de* corpi dar- 
stici , cangiandosi la velocità per gi^adi minimi du- 
rante la compressione e la successiva restitozione 
delle parti , la legge delle forze vive avrà luogo. 
Se V elasticità è perfetta , ogni particella si resti- 
tuisce al punto donde partì , e però (849) M foi^za 
viva si riproduce qual era prima. Se imperfetta^ 
non operandosi per intei^o la restituzione^ dev'esservi 
perdita di forza viva. 

858. Proposizione IV, Sia di nuovo il siste- 
ma da tali forze animato che ciascun trinomio 
Pdx'^Qdy'+'Rdz sia differenziale esatta Nel 
tempo e le masse m y w! y m" ec. dai punti 
A y B y C ec, passino ne' punti a y b y e ec, per le 
curve Aa , Bb y Ce ec. Dico che queste curve 
sono tali , che se ciascuna massa m si mòltipUca 
per r integrale J Vds esteso dal pùnto di partenza 
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A sino al puftto d' arrivo a , la somma di questi 

prodotti è un minimo. 

Voglio dire che S . m(Vds avrà minor valore 

die non avrebbe se i corpi descrivessero tutt' altre 

curve' comprese fra gli stessi termini A ^^ a \ 

B e 6 ec. 

Dim. Poiché (846) 

2 . mF^=:cost. + aS . m (Pdx -f- Qdy -f- Rdz) 

avremo differenziando secondo cf 

S; mVèV'ziz'Z .miP^X-^ QSy^Riz) 

Ponendo questo valore nell' equazione {B) del- 

Fart. 829 5 ed awei'tendo essere Vdt:z=,ds verrà 
X , mdsSV^:^^ . m [duSx -f- dvSy -|- dwSz) 

Altronde poiché ds-ziz]^ (dx^ -+' dy^ -i- dz*) dif- 
ferenziando secondo cT, e poi dividendo per dty 

troveremo 

F/é? j zz: McT^ -f. i'efc?^ -I- wcfrfz ^ udix + vrfcT^ +wdSz 

e perciò ancora 

2 . m Vids := 2 . m {udix -J- vdiy + ivrf /«) 

Quindi avremo 

S . mS{rds) = S . (m^jef;^-+. mFids) = 
2 . md(u i X -^ viy + 'w cf z) . Ed integrando 
X. JmJ{rds)=:J:z.mfrds = 
cost. + X . m(uix'-{'viy-\^w iz) , 

Compio ora l'integrale, sicché per ciascun corpo 
si estenda dal punto di partenza A sino al pùnto 
d'arrivò a^ ed allora è manifesto che se chiamerò AP 
il valore che acquista ^ . m {uSx -^ \^tfy -f-w iz) 
quando le coordinate corrispondono ai punti di 
pailenza, ed ilf" il valore che acquista quando cor- 
rispondono ai punti d'arrìvo , sarà 

iX.mfrds=M" — M'. 
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Ma per ipotesi i punti di partenza A , B, C ec, 
e i punti d' arrivo a, by e ec sono fissi ed inva- 
riabili 9 poiché si paragonano tra loro le curve com^ 
prese fra quei termini. Dunque le variazioni delle 
€X>ordinate S x ^ iy y iz che corrispondono a quei 
punti, sono eguali a zero. Dunque M' ^^ M'^ zz,o ; 
e i'Z.mVdszz^o 'y e per cons^uenza 2 . ut TT^ii 
è un minimo. 

859. Scolio. Non possiamo |»ender equivoco nd 
dire che V equazione precedente indichi un minimo 
anziché un massimo : poiché JVd» può crescere 
all' infinito , potendosi allungare alT infinito la strada 
che dal punto A conduce al punto a. 

860. Coroll. L Applicando il Teorema al movi- 
mento d'un sol corpo isolato, avremo JfF'ds:=LO. 
Onde impariamo questa singoiar proprietà della 
traiettoria desciitta da un punto mobile^ che presi 
in essa due punti qualunque >/, a , l' integrale 
j V ds per la curva Aa è minore che non sarebbe 
per qualunque altra curva che congiuagesse gli 
stessi termini A y a. 

861. Coroll. IL Se il corpo non è stimolato da 
forze accelera trici , sarà (85o) V costante e diven- 
terà ^j = o. Quindi esso si porterà dal punto A 
al punto a per la linea brevissima. £ questa sarà 
evidentemente la linea retta , se il punto è libero : 
che se il punto si move sopra una superficie resi- 
stente , sai'à la linea più breve che su quella su- 
perficie congiunge i punti ^ ed a. 
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GAP. VI. 

Come dal medesimo principio si ricavino 
le equazioni del moto, 

86a. l^noposizjoìfx L Detennmare il moto <f un 

punto lìbero. 

L' equazione (B) 6omministi*a a prima giunta 

_ ddx ^ ddr _ dd\ 
queste tre P=-^, Q-.j^,.R = -jj., 

per le quali si determinano tutte le condizioni del 

moto. Si confronti l'art aSi. 

865. Proposizione IL Determinare il moto d' un 

punto obbligato a scontare sopra una data superficie. 

Sia ]' equazione di questa supei*ficie 

Idx + mdy + ndzz=: o . Supposto un menomo 

movimento del punto sulla superficie, pd quale le sue 

coordinate or,^, 2 acquistino gì' incrementi (Tjr, (T^, J2 

dovrà essere iSx + m^y + nSz^zio . Per mezzo 

ò^ questa equ^ione si elimini ix dall'equazione (B\ 

3 sì pongano eguali a zero i coefficienti delle aitile 

lue variazioni Sy y ^^ cbe rimangono indetemi- 

oate. Avremo le due equazioni 

^_ mddx — Iddy ' nddx — Iddz 
'^-Q^- d? ' Pn-Rl = -j_ 

die quali unendo 1' equazione della siiperficie 
Idx -I- mdy -4- ndz =l o , si hanno tre equazioni 
atte a trovare per qualsivoglia tempo / le tre coor- 
dinate X , y y z che mostrano il luogo del punto 
mobile. 

Tom. L %(y 
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ìje due equazioni qui sopra trovate sono quelle 
stesse cbe risultano eliininando K dalle tre equa- 
zioni dell' art. 252. 

864» Proposizione JIJ. Determinare il moto d*un 
corpo solido libero , di figura invariabile. 

Le tre equazioni dell'art. 855 , e le tre del-» 
1' art. 359 , tutte sei derivate dall' equazione fon- 
damentale (B) raccbiudono la piena e compiuta 
determinazione del moto. Cbiam^do M la massa 
del corpo , d M V elemento della inassa , ed invece 
del simbolo X adoperando il segno sommatorio degli 
integrali , poicliè si tratta d' un sistema continuo ^ 
)e tre equazioni (855) diventano 

fPd3I^JdM.ÌÉ± 

fQdM=JdM.^ 

jRdM=JdM.é0. 
E le tre equazioni (859) diventano 
CÌE(yddx — xddy)z=:JdMdt(Py'-qx) 

(i-—(xddz — zddx)=JdMdt {Rx-^Pz) 

P^(zddy —yddz)=JdMdt [Qz^-Ry] 

Queste Xxe equazioni sono quelle stesse che per 
altra via si trovarono all' art. 58o ed ivi si mostrò 
come per esse il moto si determina compiutamente. 
865. Scolio. Se il corpo è sostenuto dgi un ful- 
cro , o perno immobile , le tre prime equazioni non 
Imnno più luogo ; sussistono le ti'e ultime , purcIi<J 
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(84o) si sostituisca l' origine delle coordinate nel 
punto fisso ; e per esse si determina la rotazione 
del corpo intorno al suo perno. 

Che se il corpo è legato ad un asse immobile, 
conviene prendere qucll' asse per uno degli assi 
delle coordinate , per esempio delle z . Allora delle 
tre ultime equazioni avm luogo soltanto la prima 
(840) e per essa si determinem la rotazione del 
coi'po. 

866. Proposizione IK. Determinare il moto di 
una corda flessibile fissa in uno de' suoi termini , 
sollecitata in ogni suo punto da forze date , e ri* 
mossa comunque dalla positura rettilinea nella quale 
sarebbe in equilibrio. 

Prendo 1' origine delle ascisse nel termine fisso, 
le X sulla dii'ezione rettilinea delia corda equilibra- 
te , e faccio le ordinate y peipendicolari alle x. 
Essendo ds un elemento qiialunque della corda 
incurvata , siano P , ^ le forze che lo sollecitano 
secondo le coordinate x , y ^ sia ^ la grossezza o 
sezione strasversale della corda in quell' elemento , 
e ^ la sua densità, onde sarà hqds la massa del- 
l' elemento ds. Sia finalmente T la tensione della 
fune nel punto determinato dalle coordinate x , y , 
Sai*à per questo sistema l'equazione (B) 

L' ultimo termine colle riduzioni altrove inse- 
gnate (826) e praticate (82^) si converte in questi 
due 

^- , Tdx . .. j Tdy 
fSxd,^^+JSyd.-f 
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Facendone la sostituzione , e poscia uguagliando a 
zero i coefficienti òì Sx ^ iy avremo per la deter- 
minazione del moto della corda queste due equazioni 

dt* hqds ' ds ' d^ ^ hqds ' ds 

867. Scolio. Prima di applicare le equazioni tro- 
vate da alcun caso particolare gioverà avvertire , 
che le differenze ddx<, ddy ne primi membri sono 
relative soltanto alla variabilità del tempo , né 
altro esprimono se non che la mutazione delle 
coordinate x ^ y di uno stesso punto ne' diversi 
tempi; siccome dalla loro genesi (829) è manifesto. 
Per lo contrario ne' secondi membri la dif^enza ds, 
e le dx y dy da quella derivate (82^) suppongono 
il tempo costante , ed esprimono soltanto la muta- 
zione degli elementi x ^ y ^ s pe' diversi punti della 
cui'va , e nello stesso tempo. Per il che con\ev\^ 
distinguerle cogli usati simboli delle diiferenz': par- 
ziali. 

668. Corali. I. Se poiigUiamo'che la corda po- 
chissimo s' allontani dalla positura rettihnea , pò- ^ 

tremo fare l——\ = o , e ds z=z dx. Quindi ^ 

la prima equazione darà T zz: é — J Phqds , * 

essendo 6 una costante. E la seconda , sostituito '^ 

questo valoi'e , e differenziando nel secondo membro ^ 
col prender costante 1' elemento ds y diventerà 

869. Corali. IT, Sia una catena di peso e di 
grossezza uniforme , pendente dall' alto li')eramente , 
e di pochissimo smossa dalla verticale. Faremo P=^^» 



i 
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^ = o ; e sarà Tz=z é ^-^ ghqs , Dicasi / la 
lunghezza di tutta la catena; è manifesto die quan- 
do ^ :=: / dovrà essei*e 7^ = o ; onde é :^ghg l , 
e 7" = ghq {l — s) . Quindi 

Questa equazione rappresenta la . legge delle' 
osciUazioni della catena; ma i noti metodi non ^un^ 
gono ad integrarla. 

8^0. Sia una corda elastica di grossezza e densità 
uniforme , fissa in ambi gli estremi , e tesa da un 
peso = é , Sia priva di gravità , o veramente si 
trascuri il suo peso siccome minimo a fronte ded peso 
tendente. Qui fatto P = ^ == o , avremo T = ^ , 
e r equazione 

{ddy\ t (ddy\ 

\de) hq\dx'J~ 
della quale si conosce l'integrale completo 

dove i simboli F , f denotano funzioni arbitrarie. 

871. Caroli, IV, Queste funzioni si determinano 
({uando si conosca la figura iniziale ddla ^orda:^ e 
la velocità iniziale impressa a ciascun punto della 
medesima. Posto che queste cose ci siano note , 
conosceremo per ogni ascissa x il valore di ^ e 

di — ( --—• I quando f = o . Ora se per brevità 

facciamo \/ t- = ^ j abbiamo generalmente 
y hq 

- (^^ = -bP(x + bt)^bf{x — bt) 
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denotando coi sìmboli Py f i differenziali di F,/; 
onde sia d.F{x -4- bt) = (dx + bdt) F* {x-^-bt). 
Dunque se per un ascissa qualunque x sia 1' ordi- 
nata iniziale ^ , e la velocità iniziale u , avremo 

j = F . X -f-/ . X ', uziz — bP . X H- bj' . X 
e moltiplicando Y ultima equazione per dx , poscia 
integrandola^ avremo — Judx zizhF . x — bf ,x> 
Sarà dimqùe 



F . X ^z- s — — - / udx 

2 Qkb"' . 



/.a: = -jH T fudx 

dove i secondi membri saranno funzioni note di x. 

Ora nella prima equazione in luogo di x si 
ponga X + bt 9 e nella seconda in luogo di x , 
si ponga X — bt. Avremo così espi'essi in or e ^ 
i valori delle due funzioni F(X'^ht)^J'(x — bt) 
la somma delle quali ne dà il valore di y. 

8^2. Corali, V. Ma qui convien badare che non 
abbiamo i valori di ^ ^ e di z^ , e quindi di F . x , 
e ài f » X se non per le ascisse x comprese tra i li- 
miti o ^ ed / , chiamando / la lunghezza della corda da 
un capo ali* altro. Per conseguenza il metodo insegnato 
non può darci le funzioni F (x H- b t) ^ f(x — ht) 
se non quando x ± b t trovasi compi'eso tra questi 
limiti. Ma il tempo / ci-esce continuamente; e ogni 
}K)co l>asta a far che x + b t diventi maggiore 
di / , ed jr — b t negativo ; onde più non potrem- 
mo nella continuazione d^l tempo determinare il 
movimento e la figura della coixla. 

Soccorre a questo diletto un' altra condizione 
data ^ la qual è che essendo fissi i due termini 
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della corda, dovrà essère y=o quando xz^o ^ 
e quando or := / , qualunque sia t ; onde abbiamo 
F.be-hf'—bttzzo; F{l-hbt)'{'f{l~bt)z=:o 
potendo esser t un qualunque numero positivo. 
Duhqué in generale 
^•.2=— /. — 2; V(/-4-z) = — /(/ — 2) 
essendo s un numero positivo qualunque. Pei* éùi sé 
metteremo successivamente Zdbz, 2^+2,5/ ±z ce* 
avremo dalla prima equazione 

F( l±z) = -/(~ Iz^lz) 

F(5Z±z) = — /( — 5/rp«) 
Ì^(4/±2) = — /( — 4Z^:z) ec. 
e dalla seconda 

F(ifd=2) = — /.ipè 

F(5Z±2)--/(_ /ipz) 

(»de si traggono fe seguenti coticbiusioni 
F . 2 = jp"( a Z + 2) = F(4Z H- 2) ec. 

:=-./(^a/-2)=-/(-^4Z-*)ec. 
f. z=f( _ 2/ + 2) =/( ~ 4 r+ 2) ec. 
= -"jP(2Z — 2)=— F(4/ — z) ec. 
Oalla pi*ima concliiusione si riconosce fadt- 
Émte che quando conosceremo il valore di F , a 
per ogni numero z compreso tra o ed Z ^ potremo 
^ (Mlioscerlo aticot^ per qualunque numero positivo , 
(;(tmunque maggiore di /. E similmente dalla • se- 
conda conckiusione si vede , come dato il valore 
fi/. 2 per ogni numero 2 compréso friar o ed Z, 
I ^ ne deduce il valore di/, 2 per ogrti mnnerti 
I i0glaftivo. È così abbiamo qtiel die ci mancava a 
1 compiere il calcolo de^ valori di y indicato nell' ar- 
r ticolo precedente. 
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8^5* CorolL FI, Neil' equazione 

à poBga successivamente bt:^il^ 4^9 62 ec^ 
n primo termine prenderà di mano in mano i 
valori F(2Z-f-x) , F{^l + x) ec. tutti (872) 
eguali ad i^ . a; . £ il secondo termine i valorì 
y( — a/ -4- x) , y*( — ^l -^ x) ec tutti ^naU ad 
y, X . Dunque rimarrà sempre y ^ F * x +y . j: 
qual era al principio del moto* 

Di qui si vede che la corda vibrante ritoma 
periodicamente al sito iniziale , ad eguali intervalli 

qi tempo "^-r- . 

b 

S'j/^. Coroll. VtJ» Nella stessa equazione si poi^a 

successivanieuie btzzzl, 51 y 51 ec. ma nello stesso 

tempo si trasporti 1' origine delle ascisse nell*. altro 

capo della corda , cangiando x in /-^x » Allora il 

primo termine F{x -+• bt) divenuto F{t — x^bi) 

prenderà successivamente i valori F{ ^ l — x ) y 

F( ^l — xy ec. tutti (872) eguali a — f - x . 

E r altro t(n*mine f(x — bt) divenuto /{l — x — bt) 

acquisterà i valori f. — ^ y /{ — ^ — 2/) ec. 

tutti eguali a — F . x , Dunque sarà sempre 

y ^ — JP . a: — y . X ; che è il valore iniziale, ma 

con segno contrario. 

Di qui si vede che scorso dal principio del 

moto il tempo / = - , la corda ripiglia ancora la 

stessa curvatura di prima y ma doppiamente ai*ro- 
vesciata , vale a dire di sotto in su , e da desti*a a 
sinistra ; ed a questa positura ritoma poi perìodi- 

«amento ad intervaUi di tempo zzl -7- . 
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875. Caroli, FUI. Oscilla dunque la ooixla alla 
giiìsa d' un pendolo , compiendo ciascuna oscilla- 
zione del tempo f = -7 = ' / ^ • Sono le sue 

o y 9 

vibrazioni isocrone , e sincrone a quelle d* un pen- 

ehif l' 
dolo semplice di lunghezza ^ — r**-* Ed il numero 

delle vibrazioni fatte in egual tempo è in ragion 
composta della sudduplicata della tensione^ dell'in- 
versa della lunghezza , e dell' inversa sudduplicata 
della gix>ssezza, e della densità. 

876. CorolL JX. Se non fu impresso alla corda 
alcun movimento iniziale , sarà u = o ; quindi 
f,x'=F .X y eà y=,F(x-\'bt)'^F(x — bt). 
Se la corda da principio era distesa in linea ret- 
ta , sarà j = o , onde y , jc = — F . X , ed 
y = F{x H- ^/) — F(x — bt). In ambedue i casi 
vi è una sola funzione da determinatasi^ e il calcolo 
torna più semplice. 

Del resto dii amasse vedere spiegata con mi- 
nuta particolarità e con mirabile chiarezza la oostru- 
zion geometrica della corda vibrante , cousuiti una 
bellissima Dissertazione di Eulero nel' tomo terzo 
ddle Miscellanee di Torino. 
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